atveria kopu Komandu olimpiade matematika
2016 10. klases uzdevumu atrisinajumi

1. Uzdevums:
Irmis skatijas japanu animacijas filmu, kura skolotajs dusmojas uz meiteni, kura nepildija matemati-
kas majasdarbus. Tacu tad Irmis Saja filma pamanija Cetras izpilditas sakaribas, kuras skait|i aizstati
ar japanu simboliem:
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Irmis zina, ka katrs simbols atbilst tieSi vienam veselam skaitlim no 0 lidz 10 ieskaitot, un katrai
vértibai neatbilst vairak par vienu simbolu. Palidziet Irmim saprast, kada ir katra simbola vértibal

Risinajums:

levérosim sakartbu = - Z=PH un apskatisim, kadas vértibas var pienemt —:
Ja = irvismaz Cetri, tad = - — ir vismaz 16, bet U ir ne lielaks ka 10. Tatad = ir mazaks par 4.
JaZ=1tadarm™ == . = =1, bet dazadiem simboliem atbilst dazadi skaitli. Tatad = ir 2 vai 3.

JaZ= =3,tad @ ir 9, bet tad F4 + M = 18, bet no otras puses M + 4 < +, kas nozimétu, ka + > 18,
bet + ir ne lielaks par 10, pretruna.

Tatad —=2,lidzartoM =4, ;5="+M=2+4=6,un+>8=P + Y, lidzarto + =9 vai + = 10.

Ja + =9, tad ieglstam pretrunu, jo & -2 = 9, bet vienadibas kreisa puse ir para skaitlis, savukart
laba - nepara.

Lidzarto +=10un A =5.

Viegli parbaudrtt, ka prasitas sakaribas tieSam izpildas:
52=10 2+4 =6 22=4 4+4<10
Tatad der & =5 — =2 [ =4 75 =6 + =10.

2. Uzdevums:

Ingum majas ir 25 trenéti vézi. Katram vézim ir savs kvadratveida baritis, un visi barisi ir novietoti,
ka paradits attéla:

Katram baritim ir eja uz jebkuru citu bartti, ar kuru tam ir kopé&ja mala, turklat ejas ir pietiekami
lielas, lai divi v&zi varétu iziet cauri tam vienlaikus. Ingus ir iemacijis saviem véziem sekojosu triku:
kad Ingus sasit plaukstas, katrs vézis parvietojas uz jebkuru blakusesoSu bartti. Ja sakuma katrs

- v

Vézitis atrodas sava bari, tad pieradtt, ka péc vienas plaukstu sasiSanas bas vismaz 7 tuksi barisi.



Risinajums:
Nokrasosim katru bariti vai nu melnu, vai baltu ka Saha galdinu (proti, nokrasojam katram baritim
blakusesoSo pretéja krasa):

levérosim, ka no melna laucina vézis var pariet tikai uz baltu, un otradak. Turklat, Saja krasojuma ir
16 balti un 9 melni laucini. Tas nozimg, ka péc viena plaukstu sasitiena uz melnajiem bariSiem varés
pariet tikai maksimums 9 vé&Zi, bet no melnajiem bariSiem izies visi 16. Lidz ar to 16 — 9 = 7 barisi
paliks tuksi.

. Uzdevums:

Izliekta CetrstOra ABCD laukums ir S. Ta iekSpusé ir atziméts punkts O. Punkti £, F, G, H ir simetriski
punktam O attieciba pret ABCD malu viduspunktiem. Aprékinat Cetrstara EFGH laukumu!

Risinajums:

Vispirms apskatisim dazas trijstdra viduslinijas 1pasibas:

E

F

Pieméram, pienemsim, ka trijstdra OEF viduslinija ir E1F4, tad, ta ka g—é = oon =2 un ZEOF = ZE,OF,,

ieglstam, ka trijstQris EOF Iidzigs trijstarim E,OF;, Iidz ar to ZOEF = ZOE F; un taisnes EF un E Fy ir
paralélas.

Ja vél papildus atliekam punktu M, kas ir malas EF viduspunkts, un savienam to ar £1F; tad nav grati
pieradis, ka AE1OFy = AE{EM = AFFiIM = AE1FiM, Iidz ar to arT katra “maza” trijstariSa laukums ir
vienads ar ceturtdalu no “liela” trijstdra laukuma.

Apskatisim konkréto uzdevumu




Vispirms noteiksim E1 F, Gy Hq laukumu. levérosim, ka £, Fy, G1, H1 ir malu viduspunkti, un savienosim
tos, ka arT novilksim abas diagonales ka redzams zimé&juma:

Apskatot trijstari DAB nav grati pamanitt, ka HqE; ir ta viduslinija, "dz ar to péc iepriekS paradita,
AH,AE; ldzigs ADAB. No lidzibas seko, ka AA; un AO attiecas ta par ka ldzigo trijstiru malas. Lidz
ar to AA, = A0, lidzigi arT BBy = B10, CC; = C;0 un DDy = D1 0. Lidz ar to trijstdra AOB viduslinija ir
A1B4, un iegdstam, ka laukums SA,0:8,E, = Sa,0,8, + SB,EA, = 254,0,8, = %SAO1B-

Tadél, ta ka analoga sakariba izpildas art paré&jiem trijstariem, tad iegtistam, ka Sg,r, 6,4, = %SABCD.

Apskatot atkal visu situaciju, ieglistam, ka G1F; ir trijstdra FOG viduslinija, jo péc simetriskas kons-
trukcijas, OF; = F1F un OE; = E1E. No ta seko, ka Sgor = 4Sr, o, . LTdZigi arT ar FOG, GOH un EOH.

Bet, ta ka :

ZSEFGH = Sroe + Scor + Shog + Seon =

1
= Sr,06, + SG,0F, + SH,06, + Se,01, = SE,F,GH, = ESABCD

Tad SEFGH =4. %SABCD = 2-SABCD = 2S.

. Uzdevums:

Pa virtuves gridu ar nemainigu atrumu rapo prusaks. Ik péc 15s prusaks pagriezas 90 pa labi vai pa
kreisi. Péc kada laika prusaks ir atgriezies sava sakuma punkta. Pieradtt, ka prusaks ir atgriezies sava
sakuma punkta péc vesela skaita minasu (laiku, kas nepiecieSams, lai prusaks pagrieztos, nenemt
véra)!

Risinajums:

levérosim, ka, ja prusaks ir norapojis x vienibas virziena uz austrumiem, tad lai atgrieztos sakum-
punkta, vins noteikti bas norapojis arT x ratinas uz rietumiem. L1dzigi, ja vins ir norapojis y ratinas uz
ziemeliem, tad vinam, lai atgrieztos sakumpunkta, bas janorapo y ratinas uz dienvidiem.

Tas nozimé, ka prusaks kopa ir norapojis 2x ratinas austrumu-rietumu virziena un 2y dienvidu-
ziemelu virziena.

levérosim, ka ta ka prusaks ir péc 15s pagriezas par 90, tad péc kustibas austrumu-rietumu virziena
notiks kustiba dienvidu-zieme]u virziena un otradak. Tas nozimg, ka pa 30s notiks viena x kustiba un
viena y kustiba.

Bet, ta ka x un y ir para skaita, tad kopa tiks patéréts para skaits 30s, bet tas nozimég, ka tiks patéréts
vesels skaits mindsu.

. Uzdevums:

Pieradtt, ka visiem naturaliem n > 2 izpildas

(n+1)nn-1)

2.143.24...4n-(n—1) = .

Risinajums:



Pielietosim matematisko indukciju
Indukcijas baze: ja n = 2, tad acimredzams, ka2 «1=3%2x1/3
Induktivais pienémums: pienemsim, ka pie n — 1 izpildas

nn-1)(n-2)

2.143.24...4(n=1)-(n-2) = .

Induktiva pareja:

21432+, 4n-(n=1)=2-143-2+...+(n=1)-(n=2)+n-(n—1)

Péc induktiva pienémuma seko, ka

2~1+3-2+...+(n—1)~(n—2)+n~(n—1):Wer(n—U:
_nin=1)((n-2)+3n(n-1) (n=1)(n(n—-2)+3n) (n—=1)(n*+n) (n—"1)n(n+1)
B 3 B 3 B 3 B 3

Kas arT bija japierada, I1dz ar to induktivais pienémums izpildas.

Ta ka pienémums izpildas, ja n = 2, turklat, ja pienémums izpildas kddam k, tad tas izpildas arT k + 1,
tad pienémums izpildas visiem naturaliem skaitliem n. Kas arT bija japierada.

. Uzdevums:

Zole ir 3 spélétaju spéle, kuru spélé ar 26 dazadam kartim. Kartis tiek izdalitas sekojosi: katram
spélétajam pa astonam un divas tiek liktas “galda”.

Aprékinat, cik dazadi sakotnégjie izdalfjumi ir iesp&jami, nemot véra, ka karsu secibai roka un galda
nav nozimes.

Risinajums:

Apskatisim vienkarSaku gadijumu: cik veidos varam iedalit vienam spélétajam astonas kartis no div-
desmit seSam, pienemot, ka karSu secibai rokas ir nozime. Mé&s pirmo karti varam izvéléties ka vienu

no 26, otro ka vienu no 25 atlikusajam, treSo no 24 utt. Lidz visbeidzot ieglstam, ka to var izdartt
26-25-...-19 dazados veidos, ko var parrakstit, ka % (atsaucot atming, ka pierakstsn! = 1-2-3-...:n)

Tagad pienemsim, ka mums tomeér nav svariga seciba. Skaidrs, ka iepriekS€jais skaits, kas nem véra
secibu parsniedz to, kas nenem véra secibu, jo, pieméram, péc pirma kritérija virknes 1,2,3un 2,1,3
ir dazadas, bet péc otra - vienadas. Centisimies atrast precizi par cik masu sakotnéjais skaits atskiras
no Sobrid mekléta. levérosim, ka ja mums rokas ir 8 kartis, tad varam atrast cik daudzas dazadas
secibas varam izvietot Sis kartis: proti, no roka esoSajam astonam kartim, ka pirmo péc kartas varam
nemt jebkuru no astonam, ka otro jebkuru no 7 atlikusajam utt, l1dz beidzot iegtistam, ka jebkuras
astonas kartis varam izvietot 8-7-...- 1 = 8! dazadas secibas. Bet tas nozimé, ka beigu beigas esam
ieguvusi, ka katrai 8 nesakartotu karsu secibai atbilst 8! Sakartotu karsu secibas.

Lidz ar to nesakartoto iedalljumu skaits ir 8! Reizes mazaks ka sakartoto iedalljumu skaits. Lidz ar

to, tasir26-25-...-19/(8-7-...- 1) = 2%

Tagad, ievérosim, ka kad esam izdalTjusi astonas kartis pirmajam spélétajam, mums paliek 18 otra-

jam. Lidz ar to, vinam més varésim 18 - 17 - ...- 11 = 18 Veidos iedalit kartis, ja seciba ir svariga, un
tade| 18-17-...-11/(8-7-...- 1) = 38 veidos iedalit otrajam, ja seciba nav svariga.

Talak, ar Iidzigiem spriedumiem iegstam, ka tre3ajam varam iedalit g2;, un galda atliku3as divas
kartis varam iedalit viena vieniga veida.
Lidz ar to galu gala apvienojot visus veidus, ieglstam, ka kopé&jais izdalljumu skaits ir
26! 181 10! B 26!
18!-8! 10!-8! 2!-8 = 8!.8!.8!.2!




7. Uzdevums:

Saja uzdevuma apliikosim situaciju no spéles “Pokemon GO". Saja spélé ir tada funkcija, ka staigajot
var “perét” olas, un tas izSkilas pie noteikta noietu kilometru daudzuma.

DiemZzél spélé ir probléma - ta rékina noieto attalumu ik péc 10 s. Lidz ar to, ejot pa liektu Iniju,
attalums, ko aplikacija izrékina, ir mazaks neka attalums, kas reali tiek noiets.

ArT Liedars vélgjas “izperét”olu. Lai ta iz3kiltos, vinam janoiet vismaz 2000 m. Sim noldkam ving
atrada aplveida taku ar radiusu 100 m. Zinams, ka Liedars var noiet 3 aplus 2 minGtés. Vai Liedara
ola iz8kilsies péc 10 aplu noieSanas?

Risinajums:

Ja Liedars tris aplus noiet divas minaté, tad 10s jeb sestdala minates vins noiet ceturtdalu apla. Labi
zinams, ka sadalot rinka ITniju ceturtdalas ieglstam regularu seSstari.

Regulara Cetrstlra malas garumu iespé&jams izrékinat no radiusa péc Pitagora teorémas ka /1002 + 1002 =
100+/2, ITdz ar to Liedars noies 400v/2 metrus viena apli, un 4000v/2 metrus kopa.

levérosim, ka 2v/2 < 3, jo 8 < 9, I1dz ar to arT 4000v/2 < 6000 < 20007 un Liedara ola neiz3kilsies.

8. Uzdevums:

Mazais Zajka un Gailis grib sadalit “Kungu maizes” klaipu ta, lai 42 cilvékiem katram tiek pa vien-
am gabalam. Sis maizes klaips atbilst taisnstira paralélskaldnim ar izmériem 1x1x2. DiemZél Gaila
majas ir |oti specifisks maizes nazis, kurS spéj maizi griezt tikai paraléli kadai no tas malam, un tas
nevar partraukt griezt, kamér nav sasniedzis pretéjo maizes skaldni. Mazais Zajka un Gailis negrib
ilgi kavéties, tapé&c vini vélas So darbu izdarTt ar péc iesp&jas mazak griezieniem.

Palidzi viniem atrast mazako griezienu skaitu, ar kuru batu iesp&jams sagriezt maizi tieSi 42, ne ob-
ligati vienados, gabalos.

Risinajums:
levérosim, ka uzdevuma nosacijumi atlauj triju veidu griezienus - jo paralélskaldnim ir skaldnes tris

dazados virzienos. Papildu, griezienu secibai nav nozimes.

levérosim, ka a vertikali griezieni rada a+ 1 vertikalu Skéli, bet b horizontali griezieni b+ 1 horizontalu
Skéli, un c griezieni pa dzilumu rada c+1 dziluma 3kéli. Ja vispirms izdaram a vertikalus griezienus, un
tad b horizontalus, tad ieglstam b+ 1 horizontalu gabalu, kas katrs ir sadalits a + 1 vertikala gabala,
jeb (a+1)-(b+ 1) gabalu kopa, un péc tam izdarot c griezienus dziluma katrsno (a+ 1) - (b+ 1)
gabala tiek sagriezts c + 1 gabala un beigas veidojas (a+ 1) - (b+ 1) - (c+ 1) maizes gabals.

Tas nozimé, ka gabalu skaitsir (a+1)-(b+1)-(c+1)=42,dzarto,takaa+Tunb+1,unc+1
ir naturali skaitli, tad tie ir 42 daltaji. Papildu, més gribam, lai a + b + ¢ bdtu péc iesp&jas mazaks.
Aplakosim visus gadijumus:
cJag+1=1unb+1=1,unc+1=42,tada+b+c=41
cJaa+1=1unb+1=2,unc+1=21tada+b+c=21
*Jag+1=1unb+1=3,unc+1=14,tada+b+c=15
*Jag+1=1unb+1=6,unc+1=7tada+b+c=11
sJaag+1=2unb+1=3,unc+1=7tada+b+c=9
* paréjie gadijumi ir simetriski, un, ta kd& apmainot a un b un ¢ vietdm nekas nemainas, tad citus

gadijumus nav nepiecieSams apltkot.

Viegli pamantt, ka mazakais griezienu skaits a + b = 9.
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Uzdevums:

Dota funkcija f, zinams, ka visiem pozitiviem x izpildas:

00~ 2f () =

Aprékinat f(2).
Risinajums:

levietosim x = 2,
levietosim x = 7 :

Pareizinasim otro izteiksmi ar divi

un pieskaitisim tam pirmo vienadojumu

2f(3) - 4@+ -2 (3) = 5 +4

3(2) =45
=13

Kas arT bija jaatrod.

Uzdevums:

Katram ASV Kongresa loceklim ir ne vairak ka 5 ienaidnieki (naids ir abpuséjs) starp paré&jiem kon-
gresa locekliem. Pieradrtt, ka visus kongresa parstavjus iesp&jams sadalit divas palatas ta, ka katram
parstavim sava palata ir ne vairak ka 2 ienaidnieki.

Risindjums:

Sadalam visus Kongresa parstavjus jebkada veida divas palatas.

Tagad apskatisim “kopéjo ienaidnieku skaitu”, proti, izskaitisim, cik ienaidnieki katram kongresa lo-
ceklim ir starp citiem sava palata, un saskaitisim to visu kopa. Apzimésim 3o skaitu ar x.

Pienemsim, ka ir kads kongresa loceklis, kuram sava palata ir vairak ka 2 ienaidnieki (ja tada nav,
tad daltfjums der, un esam izpildijuSi uzdevumu). Skaidrs, ka ja starp savas palatas locekliem kadam
ir vairak par 2 ienaidniekiem, tad parejot uz otru palatu, vina ienaidnieku skaits nevar bt lielaks ka
2 (jo tad tas nozimétu, ka loceklim ir vairak ka 5 ienaidnieki, pretruna ar uzdevuma nosacijumiem).
Tas nozZimé, ka péc Sadas parejas, kopéjais ienaidnieku skaits noteikti samazinas vismaz par 1 (jo
pirms tam mums bija vairak ka 2 abpuségji ienaidnieki, bet tagad ir ne vairak ka divi).

Atkartosim $o parie3anu ar visiem cilvekiem, kuriem ir vairak ka 2 ienaidnieki sava palata. Sadas
parieSanas veida var gadrties, ka izveidojas jauni cilvéki, kuriem ir vairak ka 2 ienaidnieki, bet ta nav
probléma, jo, ta ka x ar katru parieSanu samazinas vismaz par 1, tad viena bridi noteikti vairs nevarés
veikt parieSanas, jo X nevar samazinaties bezgaligi ilgi (tas ir galigs skaitlis).

Saja bridt arf masu dalijums apmierina uzdevuma nosacijumus.



11. Uzdevums:

Trijstdrim ABC apvilktas rinka ITnijas centrs ir O. Rinka Iinijas pieskare punkta B un malas AC pagari-
najums krustojas punkta D. Zinams, ka lenkis ZCBO vienads ar lenki ZABD. Pieradtt, ka

AD+AO+0OC< DB+ (B

Risinajums:

levérosim, ka ZOBD = 90° jo BD ir rinka ITnijas pieskare punkta B. Lidz ar to ZOBA = 90° — ZABD, bet
tas nozimé, ka ZABC = ZABO + Z0OBC = 90° — ZABD + Z0OBC = 90°, jo ZCBO = ZABD.

Ta ka ZABC = 90°, tad mala AB ir rinka linijas diametrs, un O pieder malai AB.

T Ty

Viegli ievérot, ka DA + AO + OC = DC, bet péc trijstra nevienadibas, DC < DB + BC, Iidz ar to DA +
AO + OC < DB + BC ir patiesa nevienadiba.

12. Uzdevums:
Atrast visus tadus naturalus skaitlus x un ¢, ka

31x4

X =
Crxtodin

Risinajums:

Parnesam x uz otru pusi
31x*

S+x+ox?+x3

=Cc—X



13.

Ta ka x un cir naturali, tad ¢ + ¢?x + cx? + x3 ir pozitivs, un varam abas vienadibas puses pareizinat
ar to.
31 = (c—x)EC+ Ax+ o + X3

3Mxt = — x4
32x* = c*
Izvelkot trkvadratsakni no abiem lielumiem, redzam, ka

4V/2x% = 2

Bet ta ka 4v/2 nav naturals skaitlis, tad arT 4v/2x% nav neturals, bet ¢? ir naturals skaitlis, pretruna.
Tatad nav tadu naturalu skaitlu, kas apmierina prasito nevienadibu.

Uzdevums:

Zinams, ka x un y ir pozitivi reali skaitli, un x + y = 1. Pieradtt, ka

I

Risinajums:

Atvérism iekavas:

(PR =9
Xy
-+ = ! >8
y Xy
levérosim, ka
T 1 x
1.1 _x+y
y Xy
bettdakax+y=1,tad
T 1 1
— 4 - = —
Xy Xy
Lidz ar to
1
—+-+-—>38
Xy
klGst par
1 1
—+—2>8
Xy
2.3
Xy
Ty
Xy
Ta ka x un y ir pozitivi, tad arT xy bis pozitivs un varam abas vienadojuma puses pareizinar ar to:
1> 4xy
No abam pusém atnemam divi:
—1>4xy -2

Divi parvérsam par 2 = 2x 4+ 2y un parnesam -1 uz otru pusi:
0>4xy—2x—2y+1
0> (2x-1)(2y-1)

Tas ir patiesi, jo, jax < Jtad 2x—1 < O, bet, takiax+y = 1,tady > J lidzarto2y — 1 > 0,
tade| (2x — 1)(2y — 1) ir negativs, ka prasits. Ja y < J tad situacija ir simetriska un iegastam patiesu
nevienadibu atkal. Jax =y = % tad (2x — 1)(2y — 1) = 0 un ieglstam vienadibu.

Tatad prasita sakariba izpildas.



14. Uzdevums:

Doti sekojoSie nogriezni:

* Nogrieznis DD, kas vienads ar trisstdra ABC malu AB,

+ Nogrieznis HH,, kas vienads ar trisstira ABC augstumu no virsotnes A,

* Nogrieznis MM, kas vienads ar trisstdra ABC medianu no virsotnes B.
Nekas cits par trisstdri nav zinams. Paradit ka, izmantojot cirkuli, Zimuli un linealu bez iedalam, var
uzkonstruét trisstari ABC.

Risindjums:

F Fi

Uz cirkula atliek nogriezni DD, parsauc par AB. Uz cirkula atliek nogriezni HH; un no virsotnes A
novelk rinka IMniju, uz STs rinka Inijas noteikti atradisies augstuma pamata punkts. No virsotnes B
konstrué (vienu, jebkuru) pieskari tikko izveidotajai rinka Iinijai. levérosim, ka pieskarsanas punkts
F arT bOs augstuma pamata punkts, turklat uz pieskares atradisies arT punkts C.

Talak uz cirkula atliek MMy un no virsotnes B novelk rinka ITniju, uz S1s rinka lnijas atradisies media-
nas pamata punkts. Konstrué nogriezna AF vidusperpendikulu, kurs krusto AF punkta G. Vidusper-
pendikula un rinka Iinijas krustpunktus nosauc par attiecigi K un L. Talak apskatisim konstrukciju
izmantojot punktu K, no kuras iegisim C, bet izmantojot analogu konstrukciju ar punktu L ieglsim
punktu C’, un no ta iegdsim vél vienu variantu trisstarim ABC.




15.

Pagarina nogriezni AK [1dz tas krusto nogriezna BF pagarinajumu, krustpunktu nosauc par C. Trijsta-
ris ABC arT ir meklétais, jo AB sakrit ar doto malu DD+, AH, kas vienads ar HH., ir perpendikulars malai
BC, lidz ar to arT ir augstums no virsotnes A, un, visbeidzot, BK, kas ir vienads ar MM, dala malu AC uz
pusém, 1dz ar to arT ir mediana.

Tatad esam konstrué&jusi trisstari ABC (turklat esam apskatijusi abus iesp&jamos variantus).

Uzdevums:
Cik ir tadu naturalu skaitlu paru (x,y), kam izpildas

1

Ty = 2016

x| =
<=

Risinajums:
Pareizinam vienadojuma abas puses ar 2016xy (ta ka x un y ir naturali, tad tas nebds 0):

2016x + 2016y = xy

xy —2016x — 2016y =0
Pieskaitam abam pusém 2016 - 2016:

Xy —2016x — 2016y + 2016 = 20162

Sadalam reizinatajos:
(x —2016)(y — 2016) = 2016

levérojam, ka katriem diviem 20162 naturaliem dalitajiem d; un d, ka d; - d, = 20162, varam atrast
tiesi vienu tadu x un y pari, ka x — 2016 = d1, y — 2016 = d2. Tatad paru skaits ir tads pats ka 20162
dalttaju skaits.

levérosim, ka 2016 = 2° .32 .7, lidz ar to 20162 = 20 .34 .72, Jebkur$ dalitajs bds izsakams forma
2%.3. 74, kurx € {0,1...10},y € {0,1...4},z € {0,1,2}. Lidz ar to dalitaju skaitsir 11-5-3, jox var
izvéléties viena no 11 veidiem, y viena no pieciem utt.

Lidzartoir 11 -5 - 3 prasito skaitlu paru.



