atveria kopu Komandu olimpiade matematika
2016 9. klases uzdevumu atrisinajumi

1. Uzdevums:
Irmis skatijas japanu animacijas filmu, kura skolotajs dusmojas uz meiteni, kura nepildija matemati-
kas majasdarbus. Tacu tad Irmis Saja filma pamanija Cetras izpilditas sakaribas, kuras skait|i aizstati
ar japanu simboliem:
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Irmis zina, ka katrs simbols atbilst tieSi vienam veselam skaitlim no 0 lidz 10 ieskaitot, un katrai
vértibai neatbilst vairak par vienu simbolu. Palidziet Irmim saprast, kada ir katra simbola vértibal

Risinajums:

levérosim sakartbu = - Z=PH un apskatisim, kadas vértibas var pienemt —:
Ja = irvismaz Cetri, tad = - — ir vismaz 16, bet U ir ne lielaks ka 10. Tatad = ir mazaks par 4.
JaZ=1tadarm™ == . = =1, bet dazadiem simboliem atbilst dazadi skaitli. Tatad = ir 2 vai 3.

JaZ= =3,tad @ ir 9, bet tad F4 + M = 18, bet no otras puses M + 4 < +, kas nozimétu, ka + > 18,
bet + ir ne lielaks par 10, pretruna.

Tatad —=2,lidzartoM =4, ;5="+M=2+4=6,un+>8=P + Y, lidzarto + =9 vai + = 10.

Ja + =9, tad ieglstam pretrunu, jo & -2 = 9, bet vienadibas kreisa puse ir para skaitlis, savukart
laba - nepara.

Lidzarto +=10un A =5.

Viegli parbaudrtt, ka prasitas sakaribas tieSam izpildas:
52=10 2+4 =6 22=4 4+4<10
Tatad der & =5 — =2 [ =4 75 =6 + =10.

2. Uzdevums:

Aija un Janis spélé sekojoSu spéli: katra gajiena ir iesp&jams izvéléties un uzrakstit kadu skaitlino 10
I1dz 99 ieskaitot, vai arT parbaudtt, vai divu uzrakstito skaitlu starpiba dalas ar 10. Uzvar tas spélétgjs,
kuram pirmajam izdodas atrast divus skaitJus, kuru starpiba dalas ar 10.

Ja Aija sak, tad kurs no spélétajiem vienmér var uzvarét, spéléjot pareizi?

Risinajums:
levérosim, ka skaitlis dalas ar 10 tad un tikai tad, ja ta pieraksts beidzas ar 0 (pieméram: 10, 210

u.c.). Lidz ar to, skait|u starpiba dalas ar 10 tad un tikai tad, ja starpibas pédéjais cipars ir 0. Bet tas
izpildas tikai tad, ja abiem skaitliem sakrit pédéjais cipars.

Lidz ar to, zaudé tas spélétajs, kurS uzraksta skaitli, kura pédéjais cipars sakrit ar kada ieprieks uz-
rakstita skaitla pédéjo ciparu (jo nakamais spélétajs var parbaudit Sos skaitus, un uzvarét).



levérosim, ka ir 10 iesp&jami p&déjie cipari (no 0 Idz 9). Lidz ar to, spélétajs, kuram pieder vienpa-
dsmitais gajiens, noteikti uzrakstis kadu ciparu, kas jau ieprieks ir uzrakstits, un zaudés.

Ta ka Annai ir pirmais gajiens, tad Annai bas visi nepara gajieni, [ldz ar to arT vienpadsmitais gajiens,
un Janis vienmeér uzvares.
. Uzdevums:

Attélos paradits kvadrats un trisstdris, kuri krustojas attiecigi divos un viena punkta:

Nosaki un paradi visas iespéjas, cik krustpunktu var bat kvadratam un trisstarim.

Risinajums:

lesp&jamas situacijas, kad ir 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 krustpunkti.
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Vairak nav iesp&jams, jo kvadrats nevar krustot trijstdra malu vairak ka 2 punktos. Ta ka trijstdrim
ir 3 malas, tad kopa ir maksimums 6 krustpunkti.

. Uzdevums:

Pieradrtt, ka 2015! dalas ar 2016.

Pieraksts n! apzimeé visu naturdlo skaitlu no 1 Iidz n ieskaitot reizingjumu: n'=1-2-...-(n—=1)-n.
Pieméram,5!=1-2-3.4.5=120

Risinajums:
levérosim, ka 2016 = 7 - 288, un 7 < 2015, 288 < 2015, Iidz ar to, ta ka
2015!=1.2-.3...2014- 2015

tad starp 2015! dalitajiem bads gan 7, gan 288, turklat, ta ka tie ir savstarpégji pirmskaitli, tad 2015!
noteikti dalisies ar 7 « 288 = 2016.
. Uzdevums:

Uz tafeles uzrakstiti visi veselie skaitli no 1 lTdz 2016 ieskaitot. Ar vienu gajienu ir iesp&jams izdzaést
pirmos divus skaitlus un to summu pierakstit virknes gala.



(a) Cik gajieni nepiecieSami, lai virkné paliktu tikai viens skaitlis?
(b) Kadas vértibas var pienemt Sis skaitlis?
Risinajums:
(@) Ar katru gajienu skaitJu skaits virkné samazinas par 1. Lidz ar to, ta ka virkné sakotnéji ir 2016
skaitli, tad péc 2015 gajieniem bas palicis tieSi viens skaitlis.

(b) Neatkarigi no ta, kada seciba més izvélamies skaitlus, beigas palikusais bas visu 5o skaitju sum-
ma, I1dz ar to Sis skaitlis var pienemt tikai vienu vértibu, un ta ir 1+2+3+:--+2016.
Lai talak aprékinatu virkni, teiksim, ka

1+2+3+...+2016=x

tad
X+2016=(2016+1)...+ 3+ +2+1)+(14+1)=2017+...+2
X+ (x4 2016) =
=142+3+...42016+201742016...434+2 = (142017)+(2+2016)+...+(2016+2) = 2018-2016
2x 42016 = 2018 %« 2016
x=2017-2016/2 = 2033136

. Uzdevums:

Plakné uzzimétas 44 taisnes, un nekadas divas no tam nav paralélas. Pieradit, ka noteikti atradisies
divas tadas taisnes, kuras veidos lenki, kas mazaks par 4,2 gradiem.

Risinajums:
levérosim, ka paraléli parbidot kadu no taisném, lenkis, ko ta veido ar jebkuru citu taisni paliek ne-
mainigs. Lidz ar to, més varam visas taisnes paraléli sabidit t3, lai tas krustotos viena punkta.

Papildu, ja visas taisnes sabida viena punkta, tad ieglstam, ka caur punktu iziet 44 taisnes, jeb 88
stari. Starp katriem diviem blakusesoSiem stariem izveidojas viens “mazais” lenkis. Visu So “mazo”
lenku summa ir 360°. Ta ka vidé&jais lenka lielums ir 360°/88 = 4,09... < 4, 2, tad pé&c Dirihl€ principa,
notiekti bas vismaz viens lenkis, kas ir mazaks vai vienads par vidéjo, un Sis lenkis arT ir meklétais.



7. Uzdevums:

Saja uzdevuma aplakosim situaciju no spéles “Pokemon GO”. Saja spélé ir tada funkcija, ka staigajot
var “perét” olas, un tas iz8kilas pie noteikta noietu kilometru daudzuma.

DiemZzél spélé ir probléma - ta rékina noieto attalumu ik péc 10 s. Lidz ar to, ejot pa liektu Iniju,
attalums, ko aplikacija izrékina, ir mazaks neka attalums, kas reali tiek noiets. ArT Liedars vélgjas
“izperét” olu.

Lai ta iz3kiltos, vinam janoiet vismaz 20007 m. Sim nolakam vin3 atrada aplveida taku ar radiusu 100
m. Zinams, ka Liedars var noiet 1 apli 1 mindté. Vai Liedara ola iz3kilsies péc 10 ap|u noieSanas?

Risinajums:
Ja Liedars vienu apli noiet viena minatg, tad 10s jeb sestdala minates vins noiet sestdalu apla. Labi
zinams, ka sadalot rinka ITniju sestdalas ieglistam regularu seSstari.
Regulara seSstlra malas garums ir tads pats ka rinka linijas radiuss, ITdz ar to Liedars viena apli noies
6 x 100 = 600 m, un desmit aplds noies vien 6000 m. Lidz ar to ola neiz3kilies.

8. Uzdevums:

Elvijs burtnica pa vairakam lapam pierakstija skaitlu un kastisu virkni, kas sastav no visiem skaitliem
no 1 I1dz 2016, un starp katriem diviem skaitliem uzziméja tukSu kastiti:

10203040...0201502016

Elvijs aizvietoja katru kastiti ar vai nu +, vai — Zimi. P&c tam, veicot nepiecieSamas darbibas, Elvijs
ieguva rezultatu 1337. Pieradtt, ka Elvijs ir k|Gdijies savos aprékinos!

Risindjums:
Apskatisim visu to skaitlu summu, kuriem priek3a ir pierakstits “+" un apzimésim to ar x, tad apska-

tisim visu to skaitlu summu, kuriem priek3a pierakstits “-" un apzimésim to ar y. Tad x — y = 1337,
kas ir nepara skaitlis.

No otras puses, ja apmaina visas minus zimes uz plus zimém, tad iegstam, kax+y=1+2+3+
...+ 2016. levérosim, ka Saja summa paradas 2016/2 = 1008 nepara skaitli un tikpat para skaitli,
[1dz ar to, ta ka tiek saskaitits para skaits nepara skaitlu, tad iegGstam, ka x + y arTir para.

Bet tad ieglstam, ka divu skaitlu summa ir para skaitlis, bet starpiba ir nepara skaitlis, bet nav tadu
veselu skaitlu, kas to apmierinatu. Lidz ar to Elvijs ir kladijies.
9. Uzdevums:

Cirpis uzrakstija visus skaitjus no 1 I[dz 999 péc kartas bez atstarpém un ieguva |oti garu skaitli:
12345678910111213...997998999

(a) Cik ciparu ir Cirpja skaitlim?
(b) Cik cipari skaitla pieraksta ir vienadi ar 1?
(c) Cirpis uzraksta vél vienu skaitli Sada pat veida, tikai Soreiz izmanto skaitlus no 1 I1dz 10" — 1. Cik
ciparu jauniegttaja skaitlt ir vienadi ar 1?
Risinajums:
(a) leveérosim, ka skaitlTir 9 viencipara skaitli, 90 divciparu skaitli, un 900 trisciparu skaitli, tade| kopa
irt-9+2-90+3-900 =9+ 180+ 2700 = 2889 cipari.

(b) Apskatisim atseviski pirmos ciparus, otros ciparus un tresos ciparus katra no skaitliem no 0 I1dz
999, turklat, ja skaitlim nav otra vai tresa cipara, tad iedomasimies, ka tur ir 0: ka skaitla pirmais
cipars 1 ir katram desmitajam, un kopa ir 1000 skaitlu, lTdz ar to ir 100 pirmo ciparu 1. Ka otrais
cipars 1 ir desmit péc kartas sekojoSiem skaitliem, un Sie skaitli paradas reizi simta, ldz ar to ir



1000 - 10/100 = 100 ar otro ciparu 1. Ka treSais cipars 1 paradas simts péc kartas sekojoSiem
skaitliem, bet tikai reizi tGkstoti, Iidz ar to ir 1000 - 100/1000 = 100 ar treSo ciparu 1. Tatad
kopuma ir 300 ciparu 1.

(c) Péc Iidzigas pieejas ka iepriek3&ja punkta, ieglistam, ka 1 ir skaitla k tais cipars 10k~! péc kartas
sekojosiem skaitliem, bet 3ie skaitli paradas reizi 10 skaitlos, I1dz ar to ir

10" .10k /10K = 107"
skaitlu, kuru k tais cipars ir 1. Ta ka ir n iesp&jamo cipara 1 poziciju, tad ir
n-10"1

ciparu 1 3aja skaitlr.

10. Uzdevums:

11.

Ingum majas ir 25 trenéti vézi. Katram vézim ir savs kvadratveida barftis, un visi barisi ir novietoti,
ka paradrits attéla:

Katram baritim ir eja uz jebkuru citu bartti, ar kuru tam ir kopé&ja mala, turklat ejas ir pietiekami
lielas, lai divi v&Zi varétu iziet cauri tam vienlaikus. Ingus ir iemacijis saviem véziem sekojoSu triku:
kad Ingus sasit plaukstas, katrs vézis parvietojas uz jebkuru blakusesoSu bartti. Ja sakuma katrs
Vézitis atrodas sava bari, tad pieradit, ka péc vienas plaukstu sasiSanas bas vismaz 7 tuksi barTsi.
Risinajums:

Nokrasosim katru bariti vai nu melnu, vai baltu ka Saha galdinu (proti, nokrasojam katram baritim
blakusesoSo pretéja krasa):

levérosim, ka no melna laucina vézis var pariet tikai uz baltu, un otradak. Turklat, Saja krasojuma ir
16 balti un 9 melnilaucini. Tas nozimé, ka péc viena plaukstu sasitiena uz melnajiem bariSiem varés
pariet tikai maksimums 9 véZi, bet no melnajiem bariSiem izies visi 16. Lidz ar to 16 — 9 = 7 barsi
paliks tuksi.

Uzdevums:

Kvadrata ABCD laukums ir S. Ta iekSpusé ir atziméts punkts O. Punkti £, F, G, H ir simetriski punktam
O attieciba pret ABCD malu viduspunktiem. Aprékinat Cetrstdra EFGH laukumu!

Risindjums:

levérosim, ka ta ka £y, Fy, Gy, Hy ir malu viduspunkti, tad £;F,GyHq arT ir kvadrats, turklat ta laukums

ir puse no ABCD laukuma (To var viegli redzét, pieméram, novelkot £;Gy un F;H; un apskatot izvei-
dojusos trijstarus.



G

Dé| simetriskas konstrukcijas OF; = EqE, lTdzigi arT OF; = £ F un tamlidzigi.

Apskatisim trijstari OEF. levérosim, ka E; Fy ir STtrijstdra viduslinija, un ta ir paraléla EF. Atliksim malas
EF viduspunktu M un ievérosim, ka trijstaris OFF; vienads ar trijstari £1EM, 1dz ar to arT E1F = EM,
tadél EF=2-AM =2 - E1Fy.

F

Lidzigi, apskatot trijstdrus OFG, OGH un OHE, ieglstam, ka katra no EFGH malam ir paraléla divas
reizes lielaka par tai atbilstoSo £, FG1Hy malu, ITdz ar to EFGH arTir kvadrats, turklat ta malas garums
ir divas reizes lielaks.

No ta seko, ka EFGH laukums ir Cetras reizes lielaks par E1F1G1H; laukumu, kas ir puse no ABCD
laukuma, tadé|, EFGH laukums ir divas reizes lielaks par sakotnéja kvadrata laukumu, jeb 2 - S.

12. Uzdevums:



13.

Mazais Zajka un Gailis grib sadalit “Kungu maizes” klaipu ta, lai 42 cilvékiem katram tiek pa vien-
am gabalam. Sis maizes klaips atbilst taisnstara paralélskaldnim ar izmériem 1x1x2. DiemzZél Gaila
majas ir Joti specifisks maizes nazis, kurs spé&j maizi griezt tikai paraléli kadai no tds malam, un tas
nevar partraukt griezt, kamér nav sasniedzis pret&jo maizes skaldni. Mazais Zajka un Gailis negrib
ilgi kavéties, tapéc vini vélas So darbu izdarTt ar péc iesp&jas mazak griezieniem.

Palidzi viniem atrast mazako griezienu skaitu, ar kuru batu iesp&jams sagriezt maizi tieSi 42, ne ob-
ligati vienados, gabalos.

Risinajums:
levérosim, ka uzdevuma nosacijumi atlauj triju veidu griezienus - jo paralélskaldnim ir skaldnes tris
dazados virzienos. Papildu, griezienu secibai nav nozimes.

levérosim, ka a vertikali griezieni rada a+ 1 vertikalu Skéli, bet b horizontali griezieni b+ 1 horizontalu
Skéli, un c griezieni pa dzilumu rada c+1 dziluma Skéli. Ja vispirms izdaram a vertikalus griezienus, un
tad b horizontalus, tad ieglstam b + 1 horizontalu gabalu, kas katrs ir sadalits a + 1 vertikala gabala,
jeb (a+ 1) - (b + 1) gabalu kopa, un péc tam izdarot ¢ griezienus dziluma katrs no (a + 1) - (b + 1)
gabala tiek sagriezts c + 1 gabala un beigas veidojas (a+ 1) - (b+ 1) - (c+ 1) maizes gabals.

Tas nozimé, ka gabalu skaitsir (a+1)-(b+1)-(c+1)=42,lidzarto,takdaa+1Tunb+1,unc+1
ir naturali skaitli, tad tie ir 42 dalitaji. Papildu, més gribam, lai a + b + ¢ batu péc iesp&jas mazaks.
Aplikosim visus gadijumus:
cJaa+1=1unb+1=1unc+1=42,tada+b+c=41
*Jaa+1=1unb+1=2,unc+1=21tada+b+c=21
*Jag+1=1unb+1=3,unc+1=14,tada+b+c=15
*Jaa+1=1unb+1=6,unc+1=7tada+b+c=11
*Jag+1=2unb+1=3,unc+1=7tada+b+c=9
+ paréjie gadijumi ir simetriski, un, ta ka apmainot a un b un ¢ vietam nekas nemainas, tad citus
gadijumus nav nepiecieSams aplakot.

Viegli pamantt, ka mazakais griezienu skaits a + b = 9.

Uzdevums:

Zinams, ka x un y ir pozitivi reali skaitli, un x + y = 1. Pieradtt, ka

CHIHE

Risinajums:

Atvérism iekavas:
T+-+-+—-2>9
X Xy
levérosim, ka
T 1 x+y

bettakax+y=1,tad



14.

15.

Lidz ar to

klGst par

>4
Ta ka x un y ir pozitivi, tad arT xy bGs pozitivs un varam abas vienadojuma puses pareizinar ar to:
1>4xy
No abam pusém atnemam divi:
—1>4xy -2

Divi parvérSam par 2 = 2x 4+ 2y un parnesam -1 uz otru pusi:
0>4xy—2x—2y+1

0> (2x-1)(2y-1)
Tas ir patiesi, jo, jax < Jtad2x —1 < 0, bet, takix+y = 1,tady > J lidzarto2y — 1 > 0,
tadél (2x — 1)(2y — 1) ir negativs, ka prasits. Jay < % tad situacija ir simetriska un ieglistam patiesu
nevienadibu atkal. Jax =y = % tad (2x — 1)(2y — 1) = 0 un ieglstam vienadibu.

Tatad prasita sakariba izpildas.

Uzdevums:

Katram ASV Kongresa loceklim ir ne vairak ka 5 ienaidnieki (naids ir abpuséjs) starp paré&jiem kon-
gresa locekliem. Pieradtt, ka visus kongresa parstavjus iesp&jams sadalit divas palatas ta, ka katram
parstavim sava palata ir ne vairak ka 2 ienaidnieki.

Risinajums:

Sadalam visus Kongresa parstavjus jebkada veida divas palatas.

Tagad apskatisim “kopéjo ienaidnieku skaitu”, proti, izskaitisim, cik ienaidnieki katram kongresa lo-
ceklim ir starp citiem sava palata, un saskaitisim to visu kopa. Apzimésim 3o skaitu ar x.

Pienemsim, ka ir kads kongresa loceklis, kuram sava palata ir vairak ka 2 ienaidnieki (ja tada nav,
tad daltjums der, un esam izpildijusi uzdevumu). Skaidrs, ka ja starp savas palatas locekliem kadam
ir vairak par 2 ienaidniekiem, tad parejot uz otru palatu, vina ienaidnieku skaits nevar bt lielaks ka
2 (jo tad tas nozimétu, ka loceklim ir vairak ka 5 ienaidnieki, pretruna ar uzdevuma nosacijumiem).
Tas nozimé, ka péc Sadas parejas, kopéjais ienaidnieku skaits noteikti samazinas vismaz par 1 (jo
pirms tam mums bija vairak ka 2 abpuséji ienaidnieki, bet tagad ir ne vairak ka divi).

Atkartosim %o parie3anu ar visiem cilveékiem, kuriem ir vairak ka 2 ienaidnieki sava palata. Sadas
parieSanas veida var gadities, ka izveidojas jauni cilvéki, kuriem ir vairak ka 2 ienaidnieki, bet ta nav
probléma, jo, ta ka x ar katru parieSanu samazinas vismaz par 1, tad viena bridi noteikti vairs nevarés
veikt parieSanas, jo x nevar samazinaties bezgaligi ilgi (tas ir galigs skaitlis).

Saja bridt art masu dalijums apmierina uzdevuma nosacijumus.

Uzdevums:

Atrast visus tadus naturalus skaitJus x un ¢, ka

31x*

X
Craxtod e




Risinajums:

Parnesam x uz otru pusi
314 B

CHx+ox+x3

Ta ka x un cir naturali, tad ¢ + ¢?x + cx? + x3 ir pozitivs, un varam abas vienadibas puses pareizinat

ar to.

31 = (c—x)C+ Ax+o® + X3

3Mxt=c* —x*
2=t

Izvelkot trkvadratsakni no abiem lielumiem, redzam, ka
42x% = ¢

Bet ta ka 4v/2 nav naturals skaitlis, tad arf 4v/2x? nav neturals, bet ¢? ir naturals skaitlis, pretruna.
Tatad nav tadu naturalu skaitu, kas apmierina prasito nevienadibu.



