Komandu olimpiade ,,Atvérta Kopa”

7. klases uzdevumu atrisinajumi

Pilna rigki ir 60 minttes un 360°, tatad viena miniite atbilst 6 gradiem. 20 miniites

. . . . . 20
attiecigi bus 120° (ja plkst. 12.00 ir 0°), bet stundu raditajs staves uz 50 +5 *5=513%
min{itém, tatad bus 310°. Lenkis starp raditajiem bis 310°-120°=190° gradi (jeb 170°).

Iesp&jamas n vertibas un piemérus skatit zim&juma (vertikalas taisnes ir paral€las, lidzigi
ar1 horizontalas). Vairak par 6 krustpunktiem nav iesp&jams iegiit, jo katra krustpunktu
krusto vismaz divas taisnes, un 2 taisnes no 4 var izvéleties 4-3/2=6 veidos.To, ka divi
krustpunkti nav iesp&jami, var pieradit, apskatot taiSnu paralelitati. Visas nevar biit
paral€las (0 krustp.). Ja tris paralélas, tad ceturta rada 3 krustpunktus. Ja divas paral€las,
tad viena no parg§jam rada 2 krustpunktus ar tam un p&d¢ja nevar krustot tas tajos pasos
punktos. Ja nav paral€lu tais$nu, tad tris no tam vai nu veido tris krustpunktus (pretruna),
vai ar1 vienu. P&€dgja gadijuma, velkot ceturto taisni, vai nu ta ies caur So pasu punktu
(kopa viens krustpunkts — pretruna), vai ar1 krustos visas pargjas (Cetri krustpunkti).

Viegli parliecinaties, ka 44*< 2009 <45, tatad starp skaitliem no 1 Iidz 2009 ir tikai
skaitlu no 1 Ilidz 44 kvadrati. No Siem 44 skaitlu kvadratiem, tikai para skaitlu kvadrati
bus meklétie skaitli, jo nepara skaitli, kapinot kvadrata mes iegiistam nepara skaitli.

Tatad kopa ir % = 22 skaitli, kuri biitu kada skaitla kvadrati.

Ja, majinu ir iesp&jams uzzimet ar vienu pildspalvas vilkumu — skat. zim. Majinu ar
skursteni nav iesp&jams uzzimét. PievérSam uzmanibu krustpunktiem durvju un
skurstena pamatn€ — no tiem iziet 3 linijas (nepara skaits). Tatad nav iesp&jams iziet no
neviena no iem punktiem divas reizes, tatu tajos ir janonak vismaz divreiz. Sadi punkti
var bt tikai divi — sakums un beigas. Tatad, lai biitu iesp&jams uzzimét zim&jumu ar
vienu vilkumu, ties$i divam (vai nevienai) virsotnei jabiit ar nepara skaitu izejosu liniju.
(Interesentiem: mekl&t Eilera kontiirs / cikls (Eulerian path / cycle))




5. Pienemsim, ka Martin$ vienu cimdu pari uzada x stundas, tad Martin$ un Marta uzadija
5x+20 parus, bet Pjers un Martins 8x+14 parus. Ta ka abi aditaju pari uzadija vienadu
skaitu cimdu paru, t.i., vienu cimdu bloku, tad 5x +20 =8x +14 , no kurienes 3x = 6 un
x = 2. Viena cimdu bloka ir 5x+20 cimdu paru jeb 10 + 20 = 30 cimdu paru.

6. Ta ka pie sada maja novietojuma no numeracijas viedokla ielas sakums sakrit ar ielas
beigam, tad no 78. majas lidz ielas beigam ir tiesi tikpat maju, cik no 37. majas Iidz ielas
sakumam, t.i., 36 majas. Tatad p&d&jas majas numurs ir 78 +36 =114 | kas attiecigi
nozime, ka uz §is ielas pavisam ir 114 majas.

7. Ja, monetara specvieniba var dienas laika atrast braka monétas. Ar 3 svérSanas reizém
abas braka mongétas var atrast péc sekojosa algoritma:
sveram 3 monétas viena pus€ un 3 monétas otra sviru svaru puse.
1. svérsana 000=000 000<000
Ir iesp&jami divi gadijumi:
1) svari ir lidzsvara — katra no 3 mon&tu grupam ir pa vienai braka mongétai;
2) viena puse ir vieglaka — vieglakaja pusg ir abas braka mongétas.

Sakotngji apskatisim 1. gadijumu. Izv€lamies vienu no 3 moné&tu grupam un nosveram
jebkuras divas §is grupas mongtas.
2. svérSana (1.gad) 0=0 0<0
Atkal ir iesp&jami divi iznakumi:

1) abas mongtas sver vienadi, tad, ta ka tikai viena no sakotngjam trim mon&tam bija
braka, §1s 2 nosvertas monétas nav braka, kas nozime, ka atlikust nenosvérta monéta ir

braka;

2) viena no moné&tam ir vieglaka, tad §T1 monéta arT ir viena no mekl&tajam braka
monetam.

Tagad sveram divas mon&tas no otras 3 monétu grupas.

3. svérsana (1.gad) 0=0 0<0

Analogiski ka ar pirmajam 3 mongtam, $eit arT iesp&jami divi gadijumi un, tada pasa
veida analizgjot Sos divus gadijjumus, mes varam secinat, kura no otrajam 3 mongtam ir
braka monéta.

Tagad apskatisim 2. gadijumu. Izv€lamies vieglako no 3 mon&tu grupam, ka zinams,
starp izv€leétajam 3 mon&tam bis 2 braka monétas

2. svérSana (2.gad) 0=0 0<0

Ja tas abas biis lidzsvara, tad abas biis mekl&tas braka mong&tas. Savukart, ja viena no tam
bis vieglaka, tad biis viena no braka mon&tam, bet otra biis atlikusi nenosvérta monéta.

8. Iedomasimies, ka starp katriem diviem Orbitrekiem, kuri ir viens otram ir paspiedusi
roku, ir novilkta virve. Tie Orbitreki, kas biis spiedusi roku nepara skaitu reizu, tur€s
roka nepara skaitu virves galu, bet tie Orbitreki, kas biis spiedusi roku para skaitu reizu,
para skaitu. Skaidrs, ka tie Orbitreki, kas ir izdarfjusi para skaitu rokas spiedienu, visi
kopa tur€s para skaitu virves galu. Ta ka kopgjais virvju galu skaits, ko tur roka Orbitreki
ir para skaitlis (to ir divreiz vairak neka kopgjais virvju skaits), tad arT atlikuSajiem
Orbitrekiem, kas izdarTjusi nepara skaitu rokas spiedienu, visiem kopa jatur ir para skaits
virves galu. Tas savukart iesp&jams, tikai tad, ja Sadu Orbitreku ir para skaitlis (ja to butu
nepara skaitlis, tad, nepara skaitlus skaitot nepara skaitu reizu summa, biis nepara
skaitlis).
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Ja, var. Skat. zim.
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Ar peleko laucinu apziméta zirdzina sakotn€ja atraSanas vieta. Ar skaitliem apziméeta
gajienu seciba, kada zirdzin$ var nostaties uz dota laukuma visam ratinam.

S1 uzdevuma galvena ideja ir, ka jebkuram naturala skaitla kvadratam dalitaju skaits ir
n

nepara. Tie$am, pienemsim » =x>. Ja d ir n dalitajs, tad ari p

ir n dalitajs. Tas nozimé,

. = - - . . d
ka més varam sadalit visus dazados n dalitajus paros, iznpemot d =x, jotad d =x =— .
n

Tatad n dalitaju skaits ir nepara skaitlis. 2009 ** =(2009 '** )* tapec ta dalitaju skaits ir
nepara.

Divu dazadu naturalu skaitlu (ne lielaku par 100) summa var biit robezas no 3 Iidz 199
(ieskaitot), tatad 197 dazadas iesp€jas. Divus dazadus skaitlus no divdesmit viena var
izveleties 21-20/2=210 veidos. Tatad, ja apskatisim visas §adas summas, péc Dirihlé
principa (jeb ,,trusu un buiriSu” principa) ieglistam, ka starp tam eksisté divas summas, a
+ b un ¢ + d, kas ir vienadas. Turklat, nevar gadities, ka kads skaitlis izmantots abas
summas (piem., ka a = ¢ —jo tad ar1 b = d, tatad patiesiba tas ir viens un tas pats skaitlu
paris). Tadejadi esam ieguvusi nepiecieSamos Cetrus dazados skaitlus no dotajiem.

»Atlokot” piecstaru zvaigzni ABCDE, ieglistam regularu piecstiri A’B’C’D’E’.
Gredzenu parvietoSanu starp zvaigznes virsotném var identificét ar parvietoSanu pa
piecstiira malam (piem. A—C atbilst A’—C”). Lietosim saisinajumus b (balts), m
(melns) un s (stripains). Sakotng&ji gredzeni s, b, m atrodas virsotnés A,B,C. Tatad, ejot
pret pulkstenraditaja virzienu ap piecstiiri, sakot ar gredzenu s, vispirms sekos gredzens
b, tad m. Ta ka ar atlautajiem gajieniem nav iesp&jams So secibu izjaukt, nav iesp&jams
panakt, ka virsotnés A,B,C ir gredzeni seciba s, m, b (jo tad piecstiiri, ejot pret pulkstena
raditaja virzienu no gredzena s, vispirms sekotucgredzens m, tad b).

B
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p — pasazieru skaits parpilditos autobusos
a — parpildito autobusu skaits

n — kopgjais autobusu skaits

t — pasazieru skaits neparpilditos autobusos

_ _t _60n—a) _n . i .
P&c dota . <~ wa a —1,jo t=(n—a)60 (katra neparpildita autobusa ir ne

1 1
vairak par 60 pasazieriem) un p > 60a ] . <@ (katra parpildita autobusa ir vairak

. __ B= —— L > 1 SLAPY
par 60 pasazieriem). Tapéc ptt 4t 4 n_ on
p a

Tiem, kuri zina, kas ir vidgjais aritmétiskais lieclums, piedavajam ari alternativu

risinajumu.

Nemot vera, ka ir vismaz viens neparpildits autobuss, vid€jais pasazieru skaits

parpilditos autobusos biis lielakas neka vid€jais pasazieru skaits visos autobusos kopa,
p

- +t v e . _ _ p a _
respektivi, — >Z~% No Sejienes ieglistam B=——>—=4
a n ptt n

a) ledomasimies, ka dotais pavadonu stavoklis bija 0. ménesi. Pirmais pavadonis ik péc
4 méneSiem atgriezisies sakotngja stavokli (4. menesi, 8. meénest, 12. ménesT ...), otrais
pavadonis ik peéc 6 ménesiem (6. meénesi, 12.menesi), treSais ik péc 10 méneSiem utt.
Skaidrs, ka stavoklis biis tads pats, kad ménesa kartas numurs dalisies ar katra pavadona
aprinkosanas perioda ilgumu. Tatad $is stavoklis atkartosies MKD(4,6,10,20,22)=660.
ménest ,t.i., p€c 660 méneSiem.

b) Lai pavadonis atrastos uz sakotngjas taisnes, tas var bit vai nu sakotn&ja pozicija,

vai diametrali pretg&ja orbitas punkta. Kada no §tim divam pozicijam pavadonis noklis
periodiski laika posma, kas ir divreiz 1saks neka Zemes aprinkoSanai nepiecieSamais
laiks. Tatad Saja gadijuma, lidzigi spriezot ka a) gadijuma, uz §is pasas taisnes pavadoni
bus peéc MKD(2,3,5,10,11) = 330 m&neSiem.

Ja, ir iesp&jams. Piem&ram, ar $adu strat€giju: pirmais rukitis izskaita sarkano cepuru
skaitu uz pargjo 6 rukisu galvam. Ja tas ir para skaitlis, vin$ izsaka mingjumu ,,sarkana”
(ja nepara — min ,,zila”), tadéjadi nododot pargjiem rikisSiem informaciju par sarkano
cepuru skaita paritati. Ta ka katrs no Siem 6 rikiSiem redz parg&jo piecu cepures, vins var
viegli secinat un pareizi uzminét savas cepures krasu (pieméram, ja pirmais min ,,zila”,
tad otrais zina, ka uz viga un pargjo 5 rikiSu galvam kopa ir nepara skaits sarkanu
cepuru. Ja starp pargjiem pieciem ir para skaits, tad otrajam ir sarkana cepure, citadi —
zila. utt.) Piebildisim, ka ar1 pirmajam rikitim ir 50/50 izredzes ieklit balle (ja
Sarkangalvite nav noklausijusies stratégiju).
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8. klases uzdevumu atrisinajumi

1. ABPC ir vienadmalu trijstiris, tadél visi ta lenki ir 60°. [J ABC = 90° (ABCD-

kvadrats), tadel [1 ABP = 90°- L1 PBC = 30°. P&c dota BP = BC un, ta ka AB =BC

180 °-30°
(ABCD-kvadrats), tad AB = BP, no kurienes [] BPA = [1BAP = (—2) =
75°. Analogi sprieZot par trijstiri CPD, més iegtistam, ka ari [1 CPD = 75°. Tatad [
APD =360° - 75° - 75° - 60° = 150°.

A D
75 150° 75°
75 75°
60°
30 30
60° 60
B C

. Viegli parliecinaties, ka 44*< 2009 <452, tatad starp skaitliem no 1 Iidz 2009 ir tikai

skaitlu no 1 [idz 44 kvadrati. No Siem 44 skaitlu kvadratiem, tikai para skaitlu
kvadrati biis meklétie skaitli, jo nepara skaitli, kapinot kvadrata meés ieglistam nepara

skaitli. Tatad kopa ir % = 22 skaitli, kuri biitu kada skaitla kvadrati.

. lesp&jamas n vertibas un piemérus skatit zimgjuma (vertikalas taisnes ir paral€las,

lidzigi ar1 horizontalas). Vairak par 6 krustpunktiem nav iesp&jams iegiit, jo katru
krustpunktu krusto vismaz divas taisnes, un 2 taisnes no 4 var izvéleties 4-3/2=6
veidos.To, ka divi krustpunkti nav iesp&jami, var pieradit, apskatot taiSnu paralelitati.
Visas nevar biit paral€las (0 krustp.). Ja trs paralélas, tad ceturta rada 3 krustpunktus.
Ja divas paral€las, tad viena no parg&jam rada 2 krustpunktus ar tam un p&d¢ja nevar
krustot tas tajos pasos punktos. Ja nav paral€lu taisnu, tad tris no tam vai nu veido tr1s
krustpunktus (pretruna), vai ar1 vienu. Pe€d¢ja gadijuma, velkot ceturto taisni, vai nu ta
ies caur So pasu punktu (kopa viens krustpunkts — pretruna), vai art krustos visas
pargjas (Cetri krustpunkti).

1 3 4 5 b



4. Pienemsim, ka Martin$ vienu cimdu pari uzada x stundas, tad Martin$ un Marta
uzadija 5x+20 parus, bet Pjérs un Martins 8x+14 parus. Ta ka abi aditaju pari uzadija
vienadu skaitu cimdu paru, t.i., vienu cimdu bloku, tad 5x +20 =8x +14 , no kurienes
3x =6 un x = 2. Viena cimdu bloka ir 5x+20 cimdu paru jeb 10 + 20 = 30 cimdu paru.

5. Ja, majinu ir iesp&jams uzziméet ar vienu pildspalvas vilkumu — skat. Zim. Majinu ar
skursteni nav iesp&jams uzziméet. Pievérsam uzmanibu krustpunktiem durvju un
skurstena pamatné — no tiem iziet 3 linijas (nepara skaits). Tatad nav iesp&jams iziet
no neviena no §iem punktiem divas reizes, tacu tajos ir janonak vismaz divreiz. Sadi
punkti var bt tikai divi — sakums un beigas. Tatad, lai biitu iesp&jams uzzimét
zim&jumu ar vienu vilkumu, tie$i divam (vai nevienai) virsotnei jabit ar nepara skaitu
izejosu liniju. (Interesentiem: meklet Eilera kontiirs / cikls (Eulerian path / cycle))

6. 4a* +b* =Qa’> +b*)—4a’b* =(2a’ +b* —2ab)(2a’ +b*> +2ab)

7. Ja, monetara specvieniba var dienas laika atrast braka mong&tas. Ar 3 sv&rSanas reiz€ém
abas braka mongétas var atrast péc sekojoSa algoritma:
sveram 3 monétas viena pus€ un 3 mongétas otra sviru svaru pusg.
1. svérSana 000=000 000<000
Ir iesp&jami divi gadijumi:
1) svari ir lidzsvara — katra no 3 mon&tu grupam ir pa vienai braka mongétai,
2) viena puse ir vieglaka — vieglakaja pusg ir abas braka mongtas.

Sakotngji apskatisim 1. gadijjumu. [zv€lamies vienu no 3 mon&tu grupam un nosveram
jebkuras divas Sis grupas mongtas.

2. svérSana (1.gad) 0=0 0<0

Atkal ir iesp&jami divi iznakumi:

1) abas mongétas sver vienadi, tad, ta ka tikai viena no sakotngjam trim monétam bija
braka, §1s 2 nosvértas moné&tas nav braka, kas nozimg¢, ka atlikust nenosverta monéta ir
braka;

2) viena no mon&tam ir vieglaka, tad $T mong€ta arT ir viena no mekl&tajam braka

monétam.
Tagad sveram divas mong&tas no otras 3 monétu grupas.
3. svérSana (1.gad) 0=0 0<0

Analogiski ka ar pirmajam 3 moné&tam, Seit ari iesp&jami divi gadijumi un, tada pasa
veida analiz€jot Sos divus gadijumus, mes varam secinat, kura no otrajam 3 mon&tam
ir braka mongéta.

Tagad apskatisim 2. gadijumu. Izv€lamies vieglako no 3 mongtu grupam, ka zinames,
starp izv€letajam 3 mon&tam bis 2 braka monétas



10.

2. svérSana (2.gad) 0=0 0<0

Ja tas abas biis lidzsvara, tad abas biis mekl&tas braka mongtas. Savukart, ja viena no
tam bis vieglaka, tad bis viena no braka monétam, bet otra bis atlikusi nenosverta
moneéta.

p — pasazieru skaits parpilditos autobusos
a — parpildito autobusu skaits

n — kopgjais autobusu skaits

t — pasazieru skaits neparpilditos autobusos

60(n—a) _n

t _ . :
Péc dota > ~ea - —1,jo t=(n—a)60 (katra neparpildita autobusa ir ne

1 1
vairak par 60 pasazieriem) un p > 60a [ > <@ (katra parpildita autobusa ir vairak

.. . _ B = p = 1 > 1 :E =4
par 60 pasazieriem). Tapéc prt gyl 4y on
p a
Tiem, kuri zina, kas ir vidgjais aritmétiskais lielums, piedavajam ar1 alternativu

risinajumu.
Nemot véra, ka ir vismaz viens neparpildits autobuss, vid€jais pasazieru skaits
parpilditos autobusos biis lielakas neka vidgjais pasazieru skaits visos autobusos kopa,

. +t _ - - P a _
respektivi, P >P7F No Sejienes ieglistam B =———>—=4
a n p+t n

Pienemsim, ka visas tris vienadibas tieSam izpildas. Tad viens no saskaitamajiem km
un /n bus para skaitlis, bet otrs nepara, citadi to summa nebiis nepara skaitlis. M€&s
varam piegemt, ka km ir nepara skaitlis, bet /n para skaitlis. Lai divu skaitlu
reizinajums biitu nepara skaitlis, abiem jabtt nepara skaitliem, bet lai reizinajums
biitu para skaitlis vismaz vienam no tiem jabut para skaitlim. Tatad vismaz viens no
skaitliem / un n ir para skaitlis, bet k£ un m abi ir nepara, kas nozimé¢, ka vismaz viena
no summam k + /un m + n ir nepara skaitlis, bet péc dota abam summam vajadzeja
bt para skaitliem. Tatad sakotn&jais piepémums nav iesp&jams.

Iedomasimies, ka starp katriem diviem Orbitrekiem, kuri ir viens otram ir paspiedusi
roku, ir novilkta virve. Tie Orbitreki, kas biis spiedusi roku nepara skaitu reizu, turés
roka nepara skaitu virves galu, bet tie Orbitreki, kas biis spiedusi roku para skaitu
reizu, para skaitu. Skaidrs, ka tie Orbitreki, kas ir izdarTjusi para skaitu rokas
spiedienu, visi kopa tur€s para skaitu virves galu. Ta ka kopgjais virvju galu skaits, ko
tur roka Orbitreki ir para skaitlis (to ir divreiz vairak neka kopgjais virvju skaits), tad
ar1 atlikuSajiem Orbitrekiem, kas izdarTjusi nepara skaitu rokas spiedienu, visiem kopa
jatur ir para skaits virves galu. Tas savukart iesp&jams, tikai tad, ja $adu Orbitreku ir
para skaitlis (ja to biitu nepara skaitlis, tad, nepara skait]us skaitot nepara skaitu reizu
summa, bis nepara skaitlis).



11. Ta ka pieskaru pret rinka liniju, kas iziet no viena punkta, garumi ir vienadi, varam
apzimét BK = BL = a, AK = AE = ¢, CE = CL =b. ApzZim&sim ar1 AH = AF =x, CG
= CF =y. Ta ka BH = BG, varam rakstit: « +¢ +x =a +b+y jeb b —x =y —c ka arl
x+y=AC =c+b nokaseko ¢ =y =b—x uyn b—x =y —c =—(c —»), kas nozime,
ka ¢ —» =0 un lidz ar to AE =c =y =RC |

B

12. TieSam var atrast tadas n veértibas, ka a + dn nav pirmskaitlis. Gadijuma, kad n = a,
iegiistam a + dn = a(d+1), tatad Sis skaitlis dalas ar a un d+1. Ja a>1, tad a(d+1) nav
pirmskaitlis. Ja a = 1, tad n vertibai n = d+2 izpildas
a+dn =1+d(d +2)=d’ +2d +1 =(d +1)”, kas nav pirmskaitlis.

13. P&c krasoSanas mées ieglistam figiiru, kas redzama zZim&juma.

¢z
<> (m-4)(n-4) <\

.

Nokrasotas tiek 2 kolonnas no abiem saniem, ka ar1 2 rindas no augsas un apaksas,
tade] balto ratinu skaits biis (72 —4)(n —4) | bet sarkano ritinu skaits biis
mn —(m —4)(n —4) (kopgjais rutinu skaits minus balto ritinu skaits). Lai sarkano un
balto riitinu skaits sakristu, jaizpildas vienadibai:

(m —4)n—4) =nmn —(m —4)(n —4) ,
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kuru var parveidot sekojosi

2(m —4)Yn —4) —mm =0

mmn —8n —8m +32 =0

mmn —8n —8m +64 =32

(m —8)n—8) =32
No Sejienes ir skaidrs, ka m — 8 un n — 8 ir skaitla 32 dalitaji. Tatad der $adas m — 8
veértibas 1, 2, 4, 8, 16, 32 un to atbilstos$as n — 8 vértibas ir 32, 16, 8, 4, 2, 1. Talak var
iegiit ar1, ka m der $adas vertibas 9, 10, 12, 16, 24, 40 un atbilstosas n vértibas 40,
24,16, 12, 10, 9. Butiba ir 3 taisnstiri (vai arT to versijas pagrieztas par 90°), kuriem
izpildas uzdevuma nosacijumi — 9 x 40, 10 x 24 un 12 x 16.

Pienemam rinka radiusu par 1 vienibu. Gadijuma, kad x = 3 Edgars var vienkarsi
peldet taisni uz krastu, pret€ji Vofkas atraSanas vietai (skat. zim. 1). Vofkam
janoskrien n, kamér Edgaram janopeld 1, kas nozime vieglu aizb&gSanu.

Gadijuma, kad x = 4, aizmukt joprojam ir iesp&jams, tacu Edgaram krietni japasvist.
Lai to 1stenotu, vinam jarikojas sekojosi:

1) janopeld 9/40 no centra jebkura virziena (ka vares redzet no talaka sprieduma, der

(4 —717) 1
4

<a <—;
4

jebkurs attalums a, tads, ka

2) japeld pa rinki, kamér Vofka atrodas diametrali pret&ja ezera punkta (skat. zZim. 2);
3) japeld taisni uz krastu.

St pieeja strada, jo, atrodoties attaluma a, tuvak par % no centra, Edgara lenkiskais
atrums 1ir lielaks par Vofkas, un [idz ar to vin$ var kustéties pa savu rinki ar radiusu a
atrak, neka Vofka skrien pa lielo rinki ar radiusu 1. Tiklidz vins biis sasniedzis 2)
mingto punktu, vinam atliks nopeld&t 31/40, kamér Votkam janoskrien =, tapec
Edgars atkal spés aizbegt.

Ja, var. Aruna stratégija ir sekojoSa: pirmo plakatu vins uzIimé pasa sienas centra.
Kad ASouks pieliek pie sienas savu plakatu, Arunam japielimé vina nakamais plakats
simetriski ASouka plakdatam attieciba pret sienas centru. Tas ir vienmér iesp&jams, jo
ja kada vieta, simetriski ASouka plakatam, butu aiznemta, tad péc ieprieksgjas
konstrukcijas arT tai simestriska vieta, proti, ASouka plakata aiznemta vieta nebiitu
briva, kas nelautu ASoukam uzlimét savu plakatu (jo gan siena, gan plakati ir centrali
simetriski). Ta ka sienas laukums ir ierobezots, pienaks laiks, kad vietas aptriksies.
Arunam vietas aptriikties nevar, [idz ar to ASouks bis tas, kas vienu dienu vairs



nevares uzlimét savu plakatu uz sienas, tapéc Aruna plakatu bis vairak.
Japiezimé, ka ir svarigi, ka Aruns pielim& savu pirmo plakatu centra, tadgjadi
neizjaucot simetriju. Sis uzdevums izmanto invarianta principu, proti, tiek atrasta
kada vértiba vai Ipasiba, kas nemainas, lai arT ko daritu pretinieks. Saja gadijuma
invariants ir pozicijas centrala simetrija péc katra Aruna uzliméta plakata.



Komandu olimpiade ,,Atverta Kopa”

9. klases uzdevumu atrisinajumi
1. 4a* +b* =2a” +b*)—4a’b> =(2a’ +b*> —2ab)(2a” +b*> +2ab)
2. ABPC ir vienadmalu trijstaris, tade] visi ta lepki ir 60°. [1 ABC = 90° (ABCD-kvadrats),
tadél [1 ABP =90°-[1PBC = 30°. Péc dota BP = BC un, ta ka AB = BC (ABCD-
180 °-30°
kvadrats), tad AB = BP, no kurienes [ 1 BPA = [1BAP = (180 7-307 _ 75°. Analogi

spriezot par trijstari CPD, m&s iegtistam, ka ari [] CPD = 75°. Tatad [1 APD = 360° -
75°-75°-60°=150°.

A D
75 150° 75°
75 75°
60°
30 30
60° 60
B C

3. Pienemsim, ka d ir lielakais no skaitliem un pargjos péc lieluma var sakartot $adi
a<b<c<d.Skaidrs, ka abcd =a+b+c+d <4d un abc <4 .lesp&jamas a, b, c
vertibas, lai izpilditos nevienadiba, attiecigi ir (1, 1, 4), (1, 2, 2), (1, 1, 3), (1, 1, 2), (1, 1,

a+b+c

1). Varam aprékinat arT atbilstosas d vértibas (nod = pr— ): 2 (neder tapéc, ka tad d

. . i1 5 5 .. . . .
nav lielakais no skaitliem), 33 4 un pedgjais gadijums nav iesp&jams. Acimredzot
der tikai vertiba d = 4, no kurienes arT iegiistam 4 skaitlus, kuriem izpildas dota vienadiba
-1, 1, 2, 4. Javeic parbaude.

4. Ja, monetara specvieniba var dienas laika atrast braka mong€tas. Ar 3 svérSanas reizém
abas braka mongtas var atrast péc sekojosa algoritma:
sveram 3 mongétas viena pus€ un 3 monétas otra sviru svaru puse.
1. svérSana 000=000 000<000
Ir iesp&jami divi gadijumi:
1) svari ir lidzsvara — katra no 3 mon&tu grupam ir pa vienai braka monétai;
2) viena puse ir vieglaka — vieglakaja puse ir abas braka monétas.
Sakotngji apskatisim 1. gadijjumu. [zv€lamies vienu no 3 mongtu grupam un nosveram
jebkuras divas $is grupas mongétas.
2. svérSana (1.gad) 0=0 0<0
Atkal ir iesp&jami divi iznakumi:



1) abas monétas sver vienadi, tad, ta ka tikai viena no sakotngjam trim moné&tam bija
braka, $1s 2 nosv&rtas moné&tas nav braka, kas nozim¢, ka atlikust nenosverta monéta ir
braka;

2) viena no moné&tam ir vieglaka, tad §T mongéta arT ir viena no mekl&tajam braka
monetam.

Tagad sveram divas mong&tas no otras 3 monétu grupas.

3. sversana (1.gad) 0=0 0<0

Analogiski ka ar pirmajam 3 mon&tam, Seit arT iesp&jami divi gadijumi un, tada pasa
veida analiz€jot Sos divus gadijumus, m€s varam secinat, kura no otrajam 3 mon&tam ir
braka monéta.

Tagad apskatisim 2. gadijumu. Izvélamies vieglako no 3 mon&tu grupam, ka zinams,
starp izv€l€tajam 3 monétam biis 2 braka moné&tas

2. svérSana (2.gad) 0=0 0<0

Ja tas abas biis [idzsvara, tad abas biis mekl€tas braka monétas. Savukart, ja viena no tam
biis vieglaka, tad biis viena no braka mon&tam, bet otra biis atlikusi nenosvérta mongéta.

Pienemsim, ka visas tris vienadibas tiesam izpildas. Tad viens no saskaitamajiem km un
[n biis para skaitlis, bet otrs nepara, citadi to summa nebis nepara skaitlis. M&s varam
pienemt, ka km ir nepara skaitlis, bet /n para skaitlis. Lai divu skaitlu reizinajums biitu
nepara skaitlis, abiem jabiit nepara skaitliem, bet lai reizinajums biitu para skaitlis vismaz
vienam no tiem jabut para skaitlim. Tatad vismaz viens no skaitliem / un » ir para skaitlis,
bet £ un m abi ir nepara, kas nozimé, ka vismaz viena no summam k + /unm + n ir
nepara skaitlis, bet péc dota abam summam vajadzgja but para skaitliem. Tatad
sakotng€jais pien€mums nav iesp&jams.

Ta ka pieskaru pret rinka liniju, kas iziet no viena punkta, garumi ir vienadi, varam
apzimét BK = BL =a, AK = AE = ¢, CE = CL =b. Apzimésim arT AH = AF =x, CG =
CF =y. Ta ka BH = BG, varam rakstit:

a+c+x=a+b+y jeb

B

b—x =y —c, kaarl

x+y =A4C =c+b , no ka seko

c—y =b—x un

b—x =y —c=—c—y), kas nozimg,
ka ¢—» =0 unlidzarto AE=c=
y =FC.




7. Ja, var. Skat. zim.

2] 9122115] 4129
21114 ] 3[10] 23] 16
8| 112417 ]128] 5
13120 7[26|11] 18
25112 119) 6|27

Ar peleko laucinu apziméta zirdzina sakotn€ja atrasanas vieta. Ar skaitliem apziméta
gajienu seciba, kada zirdzins var nostaties uz dota laukuma visam ritinam.

Pienemsim, ka pie dota nosacijuma zirdzins sp€s apstaigat laukumu, katra riitina
nostajoties tiesi vienu reizi. lekrasosim laukuma katru otro rindinu melna krasa, ka
paradits Zzim&juma.

Gajienus, kas sakti ar divam riitinam uz priekSu/atpakal apzimésim ar V, bet gajienus, kas
sakti ar divam ratinam pa labi/kreisi ar H. Ta ka, veicot gajienu H zirdzins, maina riitinas
krasu, uz kuras tas stav, bet, veicot gajienu V, nemaina riitinas krasu, tad skaidrs, ka,
veicot gajienu s€riju HV, zirdzins pa celam biis nostajies uz divam vienas krasas ritinam.
Savukart, veicot gajienu sériju HVHYV, zirdzins$ pa celam biis nostajies uz 2 baltajam un 2
melnajam riitindm. Zinot, ka zirdzins no sakotngjas riitinas veiks 29 gajienus (pamisus H
un V), var secinat, ka zirdzins veiks 7 HVHV gajienu sérijas, tatad pa celam bis nostajies
uz 14 baltajam ratinam. Uz dota laukuma ir palikusas neiekrasotas tikai 12 baltas ritinas,
tatad musu sakotngjais pien€mums ir pretrunigs un zirdzin$ nespes apstaigat laukumu,
katra rutina nostajoties tiesi vienu reizi.

8. Siuzdevuma galvena ideja ir, ka jebkuram naturala skaitla kvadratam dalitaju skaits ir
n

nepara. Tie§am, pienemsim » =x~. Ja d ir n dalitajs, tad ari p

ir n dalitajs. Tas nozZimé,

. = —m _ . . d
ka m&s varam sadalit visus dazados n dalitajus paros, iznemot d =x, jotad d =x =— .
n

Tatad n dalitaju skaits ir nepara skaitlis. (2009 1)** =((2009 !)'*™* )* tapéec ta dalitaju
skaits ir nepara.

9. Iedomasimies, ka starp katriem diviem Orbitrekiem, kuri ir viens otram ir paspiedusi
roku, ir novilkta virve. Tie Orbitreki, kas biis spiedusi roku nepara skaitu reizu, turé€s roka
nepara skaitu virves galu, bet tie Orbitreki, kas biis spiedusi roku para skaitu reizu, para
skaitu. Skaidrs, ka tie Orbitreki, kas ir izdarTjusi para skaitu rokas spiedienu, visi kopa
turés para skaitu virves galu. Ta ka kopgjais virvju galu skaits, ko tur roka Orbitreki ir
para skaitlis (to ir divreiz vairak neka kopgjais virvju skaits), tad arT atlikuSajiem
Orbitrekiem, kas izdarTjusi nepara skaitu rokas spiedienu, visiem kopa jatur ir para skaits
virves galu. Tas savukart iesp&jams, tikai tad, ja Sadu Orbitreku ir para skaitlis (ja to butu
nepara skaitlis, tad, nepara skaitlus skaitot nepara skaitu reizu, summa, biis nepara
skaitlis).



10.

11.

12.

Tiesam var atrast tadas n vértibas, ka a + dn nav pirmskaitlis. Gadijuma, kad n = a,
iegiistam a + dn = a(d+1), tatad Sis skaitlis dalas ar a un d+1. Ja a>1, tad a(d+1) nav
pirmskaitlis. Ja a = 1, tad n vertibai n = d+2 izpildas

a+dn =1+d(d +2) =d* +2d +1 =(d +1)* , kas nav pirmskaitlis.

,Atlokot” piecstaru zvaigzni ABCDE, iegiistam regularu piecstiiri A’B’C’D’E’. Zetonu
parvietoSanu starp zvaigznes virsotném var identific€t ar parvietoSanu pa piecstiira malam
(piem. A—C atbilst A’—C’). Sakotngji zetoni 1,2,3 atrodas virsotné€s A,B,C. Tatad, ejot
pret pulkstenraditaja virzienu ap piecstiiri, sakot ar Zetonu 1, vispirms sekos Zetons 2, tad
3. Ta ka ar atlautajiem gajieniem nav iesp&jams $o secibu izjaukt, nav iesp€jams panakt,
ka virsotnés A,B,C Zetoni ir seciba 3,2,1 (jo tad piecstiir1, ejot pret pulkstena raditaja
virzienu no zetona 1, vispirms sekotu zetons 3, tad 2).

B ¢’
AN
‘\: ; ; l/ A E'
E D D' B'

Pienemam rinka radiusu par 1 vienibu. Gadijuma, kad x = 3 Edgars var vienkarsi peldét
taisni uz krastu, pret€ji Votkas atraSanas vietai (skat. zZim. 1). Vofkam janoskrien ,
kamér Edgaram janopeld 1, kas nozime vieglu aizbégsanu.

Gadijuma, kad x = 4, aizmukt joprojam ir iesp&jams, tacu Edgaram krietni japasvist. Lai
to 1stenotu, vinam jarikojas sekojosi:

1) janopeld 9/40 no centra jebkura virziena (ka varés redz€t no talaka sprieduma, der

(4-m 1

jebkurs attalums a, tads, ka 7 <a <Z;

2) japeld pa rinki, kamér Vofka atrodas diametrali pret€ja ezera punkta (skat. zZim. 2);

3) japeld taisni uz krastu.

S pieeja strada, jo, atrodoties attaluma a, tuvak par % no centra, Edgara lenkiskais
atrums 1ir lielaks par Vofkas, un Iidz ar to vin$ var kustéties pa savu rinki ar radiusu a
atrak, neka Vofka skrien pa lielo rigki ar radiusu 1. Tiklidz vin$ biis sasniedzis 2) min&to
punktu, vipam atliks nopeldét 31/40, kamér Vofkam janoskrien m, tapec Edgars atkal spés
aizbeégt.




13.

14.

15.

Ng, nav. Tagad pienemsim pret€jo — tads sadalijums eksisté. Tada gadijuma kadam no
paralelogramiem ta vienai malai ir dal&ji jasakrit ar kadu no 7-stiira malam, kurai nav
paral€la neviena cita mala (ja Sadu malu nebiitu iesp&jams atrast, tad biitu tris malas, kas
ir savstarpéji paral€las, bet izliektam 7-stiirim, tas nav iesp&jams). Kada cita
paralelograma malai savukart dal&ji jasakrit ar ieprieks€ja paralelograma pret€jo malu utt.
(zZim 3.), izveidojot paral€lu nogrieznu virkni. Ta ka paralelogramu ir galigs skaits, kadai
no citam 7-stiira malam ir dal&ji jasakrit ar pe€dejo nogriezni $aja virkng, bet tas nav
iesp&jams, jo tas ir pretruna ar nosacijumu, ka sakotngja sis virknes mala nav paral€la ne
ar vienu citu 7-stira malu.

Zim. 3

Abas minétajas izlozes procediiras visi skoléni ir pilnigi vienlidzigi; tadejadi var teikt, ka
procediiras ir simetriskas pret visiem skoléniem. Tas nepierada, ka abas procediiras ir
vienadas! Tacu pierada, ka ikviens patiess apgalvojums (saistits ar izlozi) par Renaru biis
speka ar1 par jebkuru citu skolénu. Tadgjadi skolénu izredzes kliit par kapteini, izmantojot
pirmo pieeju, ir vienadas, 1/35. Lidzigi arT Renara ierosinataja procediira.

Secinajums: Simetrijas argumenti, lietoti uzmanigi, ir vertigi uzdevumu risinasana.

Tiem, kas pazistami ar kombinatorikas elementiem, ir noderigi arT apskatit alternativu
risinajumu.

!
. . k n: .
No 7 elementiem k elementus var izvéléties C veidos.

" R ko)
Apskatisim pirmo izlozes veidu. No 35 skoleniem 11 var izvéléties C,' veidos, visi

vienlidz iesp&jami (tatad varbutiba katram sastavam). No §iem tie§i C,4 sastavos

1
ir Renars (jo ir jaizvelas 10 citi cilvéki no 34 pargjiem). Gadijuma, ja Renars tiek
komanda, tad vina izredzes klut par kapteini ir 1/11. Tatad kopuma Renara izredzes kliit
par kapteini $aja gadijuma ir %(Cslg / Css :% Dlofzs__li'l N ‘——']11!(3355!_11)! :%
(par€jie reizinataji saucgja un skaititaja noisinas). Tatad varbiitiba ir tada pati, ka Renara
ierosinataja gadijuma, kad uzreiz no 35 skoléniem tiek izvelets 1 kapteinis.

Ja, var. Aruna stratégija ir sekojoSa: pirmo plakatu vins uzIimé pasa sienas centra. Kad
ASouks pieliek pie sienas savu plakatu, Arunam japielimé vina nakamais plakats
simetriski ASouka plakdatam attieciba pret sienas centru. Tas ir vienmér iesp&jams, jo ja
kada vieta, simetriski ASouka plakatam, biitu aiznemta, tad p&c ieprieks€jas konstrukcijas
ar1 tai simestriska vieta, proti, ASouka plakata aiznemta vieta nebititu briva, kas nelautu
ASoukam uzlimét savu plakatu (jo gan siena, gan plakati ir centrali simetriski). Ta ka
sienas laukums ir ierobezots, pienaks laiks, kad vietas aptriksies. Arunam vietas
aptrukties nevar, 1idz ar to ASouks bis tas, kas vienu dienu vairs nevarés uzlimét savu

5



plakatu uz sienas, tapéc Aruna plakatu bus vairak.

Japiezimé, ka ir svarigi, ka Aruns pielimé savu pirmo plakatu centra, tadejadi neizjaucot
simetriju. Sis uzdevums izmanto invarianta principu, proti, tiek atrasta kada vertiba vai
Tpasiba, kas nemainas, lai arT ko daritu pretinieks. Saja gadfjuma invariants ir pozicijas
centrala simetrija péc katra Aruna uzliméta plakata.



