O atverta kopa 2013

Komandu olimpiade matematika

10. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Orbitreks velas nopirkt dzivokli, kura cena ir intervala no 20 000 Ls idz 40 000 Ls un kura platiba
irintervala no 45m? fidz 70m?. Kads ir cenas par kvadratmetru (Ls/m?) intervals, kada Orbitreks
mekle dzivokli?

Atrisinajums:

Ja dzZivok|a cena ir intervala [20 000; 40 000] Ls un platiba intervala [45; 70] m?, tad cenas par
kvadratmetru intervals bas [20 000/70; 40 000/45] ~ [286;889] Ls/m?. Vislielaka kvadratmetra
cena bus pie vismazakas pieJautas platibas un vislielakas cenas, un vismazaka kvadratmetra cena
bus pie vislielakas dzivok|a platibas un vismazakas cenas.

2. llze kluva par aukfti, kad vinai bija 18 gadu. Kad vina pieskatija kadu bérnu, ta vecums nekad
nebija vairak par pusi no vinas vecuma. llzei paslaik ir 25 gadi, un pieskatit bernus vina beidza
pirms 3 gadiem. Kads Sobrid ir lielakais iespejamais vecums bernam, ko ir pieskatijusi llze?

Atrisinajums:

llze ar bernu aukleSanu nodarbojas no 18 lidz 22 gadu vecumam. Apskatisim, kads vareja but
bérna vecums, kad llzei bija V' gadi (18 < V < 22). Bérna vecums nevaréja bit vairak par pusi
no llzes vecuma, tatad < V/2. Savukart tagad, kad llzei ir 25 gadi, bérns ir pieaudzis par 25—V
gadiem Midz ar to vina vecums nevar bt lielaks par V/2 4+ 25 — V = 25 — V/2. Bérna vecums
sobrid, kad llzei ir 25 gadi, butu vislielakais tad, ja llze vinu aukleja, budama iespgjami jauna, t.i.
18 gados. Secinam, ka lielakais iespejamais berna vecums Sobrid ir 18/2 + 7 = 16 gadi.

3. Sestdienas rita Martins apsolija Martu vakara aizvest uz teatri, ja Marta atradis tadus divus
daZadus naturalus skaitJus, ka pirma skaitla kubs ir vienads ar otra skait]a kvadratu. Vai Martai
ir ceribas tikt uz teatri?

Atrisinajums:
Ja, varam nemt skaitjus n? un n® jebkuram n > 1, tad (n?)3 = n® = (n®)2. Pieméram, ar n =2
ieglistam skaitJus 4 un 8, attiecigi 43 = 64 = 82.

4. Cik veidos uz 5 x 10 rutinu laukuma var uzzimet trijsturi ABC, ja zinams, ka virsotnes ir rutinu
sturos, virsotne A ir taisns lenkis, un mala AC ir paralela rutinu laukuma garakajai malai,

a) ja virsotnes ABC nosauktas pulkstenraditaja virziena;

b) ja virsotnes var biit jebkada seciba?

Atrisinajums:
lzmantosim koordinatu sistemu, kur x € {0, ..., 10} uny e{0,..., 5}.

a) Virsotne C var bit pa kreisi vai pa labi no A, tad B ir attiecigi uz leju vai uz augsu no A.
Apskatisim tikai otro gadijumu, jo simetrijas de| pirmaja bus tikpat trijsturu. Tatad virsotne
Cirpalabino Aun B iruz augsu no A. Virsotnes A x koordinatai ir 10 iesp€jamas vertibas
{0,..., 9}, y koordinatai - 5. Pienemot, ka A ir punkta (x, y), virsotnei C iesp€jami 10 — x
varianti, un virsotnei B iespejami 5 — y. Tade| iespejamo trijsturu skaits ir
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b) Soreiz virsotnes A x koordinatai iespgjamas 11 vértibas, virsotnei C - jebkura no 10 pargjam.
Virsotnes A y koordinatai iespejamas 6 vertibas, B - viena no 5 atlikuSajam. Tatad Soreiz
iespejami (11-10) x (6-5) = 825 -4 = 3300 trijsturi.

Gadijumu a) iesp€jams atrisinat ari, gadijuma b) rezultatu un dalot ar 2, jo spogujsimetrijas dg|
trijsturi ar virsotnem ABC pa pulksteni iespejami tikpat daudzi, cik pret.

. Kads ir mazakais skaitlis, kuram ir tiesi 7 dalitaji?

Atrisinajums:

leverosim, ka, ja kadam skaitlim D ir dalitajs d, tad tam var vienmer var atrast tiesi vienu
“pariniekdalitaju” skaitli D/d. Tatad visus skaitla D dalitajus vares sadalit pa pariem, t.i., tam
bis para skaits dalitaju. lznemums ir skaitla kvadrati a2, kuriem dalitaja a pariniekdalitajs bis tas
pats skaitlis a°/a = a. Tatad, lai skaitlim bUtu nepara skaits dalitaju, tam jabut kvadratam. Lai
atrastu vismazako kvadratu ar tiedi 7 dalitajiem, parbaudam visu skaitlu kvadratus 12,22, 32...,
lidz nonakam pie 82 = 64, kur$ ir pirmais kvadrats un vismazakais skaitlis ar tiei 7 dafitajiem
(1,2,4,8,16,32,64).

. Fotoattela gaiSums ir atkarigs no gaismas daudzuma, kas nonak uz gaismjutiga elementa,
un to var regulét ar trim parametriem. Tas ir tiesi proporcionals ekspozicijas ilgumam (slédza
atrumam). Tas atkarigs arf no diafragmas atveéruma. Sis “F” skaitlis tiek ieglits péc formulas
F = fokusa attalums | atvéruma diametrs, tatad mazaks skaitlis nozime lielaku atvérumu un
vairak ieplusto$as gaismas. leplustosas gaismas daudzums ir proporcionals (aplveida) atveéruma
laukumam. TreSais parametrs ir gaismjutiga elementa jutigums, jeb ISO - dubultojot I1SO skaitli,
pietiek ar pusi no gaismas daudzuma. Automatiskais rezims piedava treknaja druka dotos para-
metrus. Aizpildi tuksas rutinas tabula, lai iegutu citas kombinacijas ar tadu pasu bildes gaiSumu
(pieradijums nav nepieciesams)! Fokusa attalums netiek mainits.

SledZa atrums sek. 1/125 | 1/250 1/125 1/500 1/1000
Diafragmas atverums | F5.6 F5.6 F2.8 F4.0
ISO 200 400 100 200

Atrisinajums:
ISO 400, F7.8, 1/250 sek., F2.8, ISO 800.

. Latvija bérniem obligati japabeidz pamatskola. Sobrid uz profesionalajam izglitibas iestadem
aiziet 36% jaunie3u pec 9.klases beigsanas. Pienemsim, ka visi pargjie turpina macibas vidus-
skola (“izgMtiba pec 9.klases beig$anas butu noteikti jaturpina, jo paliksana ar $adu izglitibas
limeni ir dro3akais celS uz bezdarbnieku rindam,” BNS). 9% vidusskolenu daZadu iemeslu dg
partrauc macibas un aiziet no vidusskolas. 37% vidusskolu absolventu neturpina macibas augst-
skola. Balstoties uz doto informaciju (un izskaidrojot savus papildu pienémumus), aprekinat, cik
procentiem cilveku darbspejiga vecuma ir ieguta augstaka izglitiba.

Atrisinajums:

Lai aprekinatu So 1patsvaru, bus nepiecieSami vairaki pienemumi, piemeram, ka darbspejas ve-
cums ir no 15-64 gadiem, un visi cilveki $aja intervala izdZzivo. Vel, ka minetie procenti, ka art
dzimstiba, ir bijusi nemainigi vismaz pedgjos 64 gadus. Pienemsim ari, ka 70% augstskolu stu-
dentu iegust augstako izgltibu, turklat tieSi 22 gadu vecuma. Balstoties uz Siem pienemumiem
iegustam, ka starp cilvekiem, kas ir vismaz 22 gadus veci, augstaka izghtiba ir

100% - (1 —0.36) - (1 — 0.09) - (1 — 0.37) - 0.70 = 0.64 - 0.91 - 0.63 - 0.70 ~ 26%

Vel no pienemumiem izriet, ka darbspejigo cilveku vidu tadi, kas ir vismaz 22 gadus veci ir
(64 —21)/(64 — 14) = 43/50 = 86%. Lidz ar to, pec musu aplesem 0.86 - 0.26 ~ 22% cilveku
darbspejiga vecuma ir ieguta augstaka izghtiba.



8. Raivis, Kristiana, Anete, Marta un Martin$ devas velobrauciena uz Valmieru, kur apmekleja ari
teatri. Teatra bilete vienam cilvekam maksa 8 Ls un tas visiem nopirka Kristiana. Raivis, Marta
un Martins Kristianai par biletem naudu atdeva jau pirms brauciena. Kristiana uz Valmieru
aizbrauca piektdienas vakara un nopirka produktus brokastim, kas maksaja 15 Ls. Parejie brauca
sestdienas rita un visiem biletes nopirka Raivis, kopa samaksadams 15.36 Ls. Raivis arr nopirka
uzkodas velobrauciena pirmajai dajai par 3 Ls, savukart Martin$ nopirka produktus vakarinam
par 18 Ls. Par visu pargjo katrs maksaja individuali. Piedavajiet ertu veidu, ka celabiedriem
nokartot rekinus, veicot pec iespejas mazak savstarpejus maksajumus! Nemiet vera, ka Martins
maksa ar1 par Martul!

Atrisinajums:
Varam izveidot tabulu, kas uzskatamak parada uzdevuma aprakstitos terinus (skat. zemak). Ta
ka Martin§ maksa par Martu, var uzskatit, ka vina bilance ir 6.96 — 11.04 = —4.08Ls. Tad
Martins var parskaitit Raivim 4.08Ls, Anete Raivim 3, 24Ls un Kristianai 15.80Ls, lai visi rekini
butu nokartoti.

Vards Samaksats "Apests” Samaksats "Nobraukts” Bilance par Bilance
par edieniem par vilcienu teatra biletem kopa
Anete - —7.20 Ls - —3.84 Ls —8.00 Ls —19.04 Ls
Raivis 3.00Ls —7.20 Ls 15.36 Ls —3.84 Ls - 7.32 Ls
Martins 18.00Ls —7.20 Ls - —3.84 Ls - 6.96 Ls
Marta - —7.20 Ls - —3.84 Ls - —11.04 Ls
Kristiana 1500 Ls —7.20 Ls - - 8.00 Ls 15.80 Ls
Kopa 36.00 Ls —36.00 Ls 1536 Ls —15.36Ls 0.00 Ls 0.00 Ls

9. Katram cilvekam tiek pieskirts Renara skaitlis, kurs norada, cik rokas spiedienu "attaluma" dotais
cilveks ir no Renara. Renara paSa Renara skaitlis ir 0. Tiem, kas Renaram personigi ir spiedusi
roku, Renara skaitis ir 1. Ja starp tiem cilvekiem, kam kads cilveks X ir personigi spiedis roku,
mazakais Renara skaitlis ir n, tad cilveka X Renara skaitlis ir n+ 1. Analogi llzes skaitlis uzrada
rokas spiedienu “attalumu” Nidzi llzei. Savukart katra cilveka llzes-Renara skaitlis ir Renara un
llzes skaitju summa. Pieradit, ka tads cilveks, kuram Renara-llzes skaitlis ir vismazakais, nav
viens vienigs.

Atrisinajums:

Apskatisim cilveku M, kuram Renara-llzes skaitlis ir vismazakais. Pienemsim, ka vina rokas spie-
dienu “attalums” lidz Renaram ir r, bet lidz llzei /, tatad vina Renara-llzes skaitlis ir r 4+ /. Skatit
zemak grafisku $o rokas spiedienu “attaluma” attelojumu (linija apZime vienu rokas spiedienu,

rombi - cilvekus). Tas ir visisakis rokas spiedienu “ceJ$" starp Renaru un llzi.

Renars M llze

L J \ J
f f

r i

Renara pasa skaitis ir 0, bet vina llzes skaitlis bus r + /, jo tas ir visisakis rokas spiedienu “ces"
starp Renaru un llzi, un attiecigi vina Renara-lizes skaitlis bus r 4+ /. Analogi ari lizes Renara-
lizes skaitlis bus r 4+ /. Tatad nebus viens vienigs cilveks ar vismazako Renara-lizes skaitli (var
gadities, ka Sis 1sakais ce)$ sastav tikai no Renara un llzes, un vini ir divi vienigie ar vismazako
Renara-lizes skaitli, t.i. r+i=1).



10.

11.

12.

13.

Pieradit, ka, aprekinot harmonisko summu % + % + % + % + - 4+ % pietieckami lielam N, mes
varesim parsniegt jebkuru prasito skaitli.
Padoms: salidzini So summu ar%—l—%—l—%—I—%—l—%—I—%—l—%—I—l—%Jr....

Atrisinajums:

lzmantojam padomu un ievérojam: ja mes izlaizam pirmo locekli 1/1 no harmoniskas sum-
mas, tad katrs nakamais summas loceklis ir vismaz tikpat liels, ka atbilsto3ais loceklis “padoma”
summa. leverosim ar1, ka padoma summa pirmais loceklis ir 1/2, nakamie divi kopa veido
1/2, nakamie Cetri kopa atkal veido 1/2, ..., nakamie 2"~ ! atkal veido 1/2. Tatad, saskaitot
(14+2+44---+271) =27 1 pirmos locek|us, summa ieglistam n/2. Lidz ar to, ja mes
aprekinam harmonisko summu ar N = 2", mes iegustam vismaz 1/1+ n/2. Tatad, ja "prasitais”
skaitlis, kas japarsniedz, ir x, tad izvéloties pietiekami lielu n (pieméram, n = 2x), harmoniska
summa ar N = 2" bus vismaz x + 1.

Vai ir iespejams izkrasot n x n kvadrata rutinas melna un balta krasa ta, lai nevaretu atrast k x k
apakskvadratu (2 < k < n), kura Cetras stura rutinas ir vienada krasa, gadijuma, ja
a) n=4;
by n=77
Atrisinajums:
Dots atrisinajums gadijumam b) n = 7. Jebkur§ 4 x 4 apakskvadrats apmierina ari a).

Pienemsim, ka mes gribam atrisinat 11. uzdevuma aprakstito kraso$anas problemu, ar datoru
parbaudot pilnigi visus krasojumus. Pienemot, ka dators 1 sekunde var parbaudit 1 miljardu (109)
krasojumu, kads ir lielakais n, kuram iespejams parbaudit visus krasojumus aptuveni nedejas laika?
Un & gadsimta laika? (Drikst izmantot, ka 210 ~ 103.)

Atrisinajums:
Abos gadijumos atbilde ir n = 7. Viena diena ir 24 - 60 - 60 = 86400 sekundes, nedela
604800 =~ 6-10° sekundes. Tatad varam parbaudit aptuveni 6-10' krasojumu. 7 x 7 kvadratam

Ir
249 =250/ — (210)5/2 ~ (10%)°/2 = 5 - 10%*

iespejamie krasojumi. Tatad tas panems aptuveni nedélu. Savukart 8 x 8 kvadratam ir 2%
iesp&jamie krasojumi, kas ir 215 & 32000 reizu vairak neka ieprieks. Vien3 gada ir aptuveni 50
nedelas, simts gados - ap 5000. Tatad nepietiks laika, lai parbauditu visus 8 x 8 krasojumus.

Kadi ir iespgjamie vienadmalu trijstura malas garumi, ja zinams, ka to var sagriezt vienadsanu
trapeces, kuru viena pamata garums ir 2 cm, bet parejas malas ir 1 cm garas.

Atrisinajums:

Var pamanit un pieradit, ka aprakstitas trapeces lenki ir 60° un 120° un visas griezuma linijas bus
paralelas sakotneja vienadmalu trijstura malam. Tatad varam sadalit sakotnejo trijsturi regularos
trijstiros ar malas garumu 1 cm. Katra trapece sastav no tris $adiem trijsturiem. Savukart re-
gulara trijsturr ar malas garumu n cm ir par 2n — 1 5adu trijsturu vairak neka trijsturi ar malas
garumu n— 1 cm.



14,

15.

n, malas garums,cm |1 2 3 4 5

2n—1 3 5 7 9

vienibas trijsturu skaits | 1 4 9 16 25
Varam pamanit (un pieradit) to, ka vienibas trijstliru skaits reqgulara trijstiri ar malas garumu
n cm ir n®. Varam arT apskatit vienibas trijstiiru skaita pieauguma atlikumu péc daljjuma ar
3. Jebkura gadijuma - pamanisim, ka tikai katrs tresais (sakot ar n = 3) garums dod vienibas
trijsturu skaitu, kas dalas ar 3. Ja n = 3, to samera viegli varam sagriezt dotajas trapeces.
Savukart visiem citiem n, kas dalas ar 3, attiecigo trijsturi varam sagriezt regularos trijstiiros ar

malas garumu 3 cm, ko jau makam sagriezt prasitajas trapeces.

=

NeSa kungs piedava par nelielu samaksu spelet speli ar laimestu. n x n tabula katra rutina ir
ierakstits kads skaitlis. Spelei ir divi varianti:
a) vispirms tu izvélies no katras rindinas pa skaitlim, tad Ne$a kungs izvelas vienu no tiem un
izmaksa atbilsosu laimestu;
b) vispirms Nesa kungs izvelas no katras kolonnas pa skaitlim, tad tu izvelies vienu no tiem un
sanem atbilstosu laimestu.
Kurs no variantiem bus tev izdevigaks?

Atrisinajums:

Es velos pec iespejas lielaku laimestu, tadel no pieejamajiem skaitliem vienmer izveleSos lielako.
Savukart NeSa kungs velas izmaksat mazako iespejamo laimestu, tadel izvelesies mazako no
pieejamajiem skaitliem. Varianta a) es izveleSos katras rindinas lielako skaitli (tatad tas bis
vismaz tikpat liels ka jebkur$ cits skaitlis 3aja rindina). Tad Ne3a kungs izvelesies mazako no
Siem, pienemsim, ka tas ir skaitlis A rinda /. Savukart varianta b) Ne$a kungs izvéletos katras
kolonnas mazako skaitli (tas bus ne lielaks ka jebkurs cits skaitlis taja kolonna), un es péc tam -
lielako no izveletajiem, pienemsim, ka tas ir skaitlis B kolonna j. Tagad apskatam skaitli C, kas
atrodas rinda i un kolonna j (iesp€jams, ka tas ir tas pats, kas Avai B). Tad A> C, jo Air
lielakais rinda /, lidzigi C > B, jo B ir mazakais kolonna j. Notaseko A>C > B, tatad A> B
- laimests varianta a) ir vismaz tikpat liels ka varianta b). Tade| variants a) ir izdevigaks.

Apll sakartotas 2013 monetas. Renars no kadas monetas sak skaitit un katru k-to monetu
apgriez, lidz vinam jaapgrieZz jau apgriezta moneta - to Renars nedara un beidz grieSanu. Pie
kadam k vertibam Renars apgriezis visas monetas?

Atrisinajums:

Apskatisim tas k vertibas, pie kuram Renars neapgrieZis visas monetas. Attiecigi tas nozime, ka
pie pirmajam 2013 apgrieSanam vismaz viena moneta bus apgriezta 2 reizes. Pienemsim, ka ta
ir kada m-ta moneta. Lai to velreiz apgrieztu var pienemt, ka tika veikti pilni a apli, un %o apju
laika tika veiktas g grieSanas (kur g < 2013). Tad m+ k-g = m+ 2013a un k = 2013a/g.
Lai k butu vesels skaitlis, zinot, ka g < 2013, k ir jabut vismaz vienam kopigam dalitajam ar
2013. Skaitli 2013 pirmreizinatajos izsakam ka 3 - 11 -61. Tatad $adiem k netiks apgrieztas
visas monetas:

3,6,9,12,...,2007,2010,2013;

11,22,33, ..., 1991, 2002, 2013;
61,122,183, ..., 1891, 1952, 2013.

TieSam, var parliecinaties: ja kadam no Sie skaitJiem, piemeram, s, lielakais kopigais dalitajs ar
2013 ir L (L > 1), tad pirmo reizi 2013. moneta tiks apgriezta pec 2013/L grieSanam un otro
reizi pec 2 - 2013/L grieSsanam. Skaidrs ar1, ka 2 - 2013/L < 2013, tade| pie dotajiem k pirmajas
2013 apgrieSanas vismaz viena moneta butu jaapgriez 2 reizes un grieSana apstatos, tatad visas
2013 monetas netiktu apgrieztas. Esam pieradijusi, ka visas monetas netiks apgrieztas tad un
tikai tad, ja k ir vismaz viens kopigs dalitajs ar 2013. Pie visam atlikuSajam k vertibam monetas
tiks apgrieztas.



