O atverta kopa 2013

Komandu olimpiade matematika

11. klases uzdevumi un atrisinajumi

. Edgaram ir divas Credit Suisse norekinu kartes. Par skaidras naudas iznemSanu arzemes ar
Maestro karti komisija ir 5 Sveices franki + 0.5% no iznemtas summas. Savukart Master kartei
komisija ir 4% no iznemtas summas, bet ne mazak ka 10 franki. Ar kuru karti ir izdevigak iznemt
skaidru naudu?

Atrisinajums:

Jaiznemta summa ir idz 250CHF, tad Maestro komisija ir mazaka par 5+0.005-250 = 6.25CHF,
kamer Master komisija ir 10CHF (jo 0.04 - 250 = 10, un mazakam summam sanaktu mazak
par 10, tatad iedarbojas minimala komisija 10CHF). Savukart, ja iznemta summa ir lielaka par
250CHF, piemeram 250 + x franki, tad jamaksa ieprieksgjas komisijas plus 0.005x un 0.04x,
izmantojot attiecigi Maestro un Master karti. Tatad abos gadijumos izdevigaka komisija ir
Maestro.

. Vispargjas negacijas, kas piemeklejusas Latvijas metalurgijas flagmani un izpauZas ka strauja
razo%anas apjoma samazinasanas un nespeja tikt gala ar savam saistibam, izraisjjusas straujas
uznemuma akciju cenas svarstibas. 2013. gada 12. aprili kompanijas akcijas cena nokritas par
86%, bet nakamaja diena pieauga par 85,43%. Vai akciju vertiba tadejadi atgriezas Joti tuvu
(£3%) sakotngjai vertibai, pirms dotajam svarstibam?

Atrisinajums:

Pienemsim, ka metalurgijas uznemuma akciju cena sakotneji bija x. Tad 12. aprili ta nokritas
uz (1 —0.86)x = 0.14x. Savukart nakamaja diena, tai pieaugot par 85,43%, ta palielinajas uz
0.14x - (1 + 0.8543) =~ 0.26x. Tatad ta neatgriezas |oti tuvu sakotnejai vertibai, lai gan cenas
pieaugums procentuali bija gandriz tads pats ka kritums.

. Edgara 70 kareivju armija 3 frontés cinas pret Olgas 40 kareivju armiju. Ta armija, kas iegust
uzvaru vairak frontes neka pretinieks, uzvar kara. Vai Olga var dro$i uzvaret kara, ja vina zina,
ka Edgars ir sadaflijis savu armiju pa 3 frontem? (Cinu fronte uzvar ta armija, kurai ir vairak
kareivju).

Atrisinajums:
Ne, diemzel nevar. Ja Edgars armiju sadala pa frontem 21 — 21 — 28, tad, lai uzvaretu vismaz
divas frontes, nepiecieSami vismaz 44 kareivji.

. Sestdienas rita Martins apsolija Martu vakara aizvest uz teatri, ja Marta atradis tadus divus
dazadus naturalus skaitJus, ka pirma skaitla kubs ir vienads ar otra skaitla kvadratu. Vai Martai
ir ceribas tikt uz teatri?

Atrisinajums:
Ja, varam nemt skaitlus n? un n3 jebkuram n > 1, tad (n
ieglistam skaitJus 4 un 8, attiecigi 43 = 64 = 82.

2)3 = n% = (n®)2. Pieméram, ar n =2

. Vai no tadam figiram, kada attelota pa labi (to grozot un spogujojot), var salikt:

a) taisnstari ar izméru 7 x 10 ritinas,

b) taisnsturi ar izméru 7 x 7 ritinas,

C) taisnsturi ar izmeru 9 x 9, kuram iznemta vidgja rutina?



Atrisinajums:
a) Taisnstlri ar izméru 7 x 10 ritinas var salikt.
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b) Taisnstliri ar izméru 7 x 7 rutinas salikt nevar. Dotas figiras laukums ir 5 ritinas, tapéc
izveidota taisnstura laukumam ir jadalas ar 5. Taisnsturr ar izmeru 7 X 7 ir 49 rutinas.
Tatad skaidrs, ka sadu taisnsturi salikt nevar.

c) Taisnsturi ar izméru 9 x 9 rutinas, ja tam iznemta vidé€ja rutina, var salikt.
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6. Kads ir mazakais skaitlis, kuram ir tiesi 7 dalitaji?

Atrisinajums:

leverosim, ka, ja kadam skaitlim D ir dalitajs d, tad tam var vienmer var atrast tieSi vienu
“pariniekdalitaju” skaitli D/d. Tatad visus skaitla D dalitajus varés sadalit pa pariem, t.i., tam
bis para skaits dalftaju. lznémums ir skaitla kvadrati a2, kuriem dalitaja a pariniekdalttajs bis tas
pats skaitlis 32/3 = a. Tatad, lai skaitlim butu nepara skaits dalitaju, tam jabut kvadratam. Lai
atrastu vismazako kvadratu ar tiedi 7 dalitajiem, parbaudam visu skaitlu kvadratus 12,22, 32...,
lidz nonakam pie 82 = 64, kur$ ir pirmais kvadrats un vismazakais skaitlis ar tiei 7 dalitajiem
(1,2,4,8,16,32,64).

7. Fotoattela gaiSums ir atkarigs no gaismas daudzuma, kas nonak uz gaismjutiga elementa,
un to var regulét ar trim parametriem. Tas ir tieSi proporcionals ekspozicijas ilgumam (sleédza
atrumam). Tas atkarigs ari no diafragmas atveruma. Sis “F" skaitlis tiek iegiits pec formulas
F = fokusa attalums | atvéruma diametrs, tatad mazaks skaitlis nozZime lielaku atvérumu un
vairak iepllistoas gaismas. leplustosas gaismas daudzums ir proporcionals (apjveida) atvéruma
laukumam. TreSais parametrs ir gaismjutiga elementa jutigums, jeb ISO - dubultojot I1SO skaitli,
pietiek ar pusi no gaismas daudzuma. Automatiskais rezims piedava treknaja druka dotos para-
metrus. Aizpildi tuksas rutinas tabula, lai iegutu citas kombinacijas ar tadu pasu bildes gaiSumu
(pieradijums nav nepieciesams)! Fokusa attalums netiek mainits.

Sledza atrums sek. 1/125 | 1/250 1/125 1/500 1/1000
Diafragmas atverums | F5.6 F5.6 F2.8 F4.0
ISO 200 400 100 200

Atrisinajums:
ISO 400, F7.8, 1/250 sek., F2.8, ISO 800.

8. Raivis, Kristiana, Anete, Marta un Martin$ devas velobrauciena uz Valmieru, kur apmekleja ari
teatri. Teatra bilete vienam cilvekam maksa 8 Ls un tas visiem nopirka Kristiana. Raivis, Marta
un Martins Kristianai par biletem naudu atdeva jau pirms brauciena. Kristiana uz Valmieru
aizbrauca piektdienas vakara un nopirka produktus brokastim, kas maksaja 15 Ls. Parejie brauca



sestdienas rita un visiem biletes nopirka Raivis, kopa samaksadams 15.36 Ls. Raivis ar1 nopirka
uzkodas velobrauciena pirmajai dalai par 3 Ls, savukart Martin$ nopirka produktus vakarinam
par 18 Ls. Par visu parejo katrs maksaja individuali. Piedavajiet ertu veidu, ka celabiedriem
nokartot rekinus, veicot pec iespejas mazak savstarpejus maksajumus! Nemiet vera, ka Martins
maksa ar1 par Martu!

Atrisinajums:
Varam izveidot tabulu, kas uzskatamak parada uzdevuma aprakstitos terinus (skat. zemak). Ta
ka Martins maksa par Martu, var uzskatit, ka vina bilance ir 6.96 — 11.04 = —4.08Ls. Tad
Martins var parskaitit Raivim 4.08Ls, Anete Raivim 3, 24Ls un Kristianai 15.80Ls, lai visi rekini
butu nokartoti.

Vards Samaksats "Apests” Samaksats "Nobraukts" Bilance par Bilance
par edieniem par vilcienu teatra biletem kopa
Anete - —7.20 Ls - —3.84 Ls —8.00Ls —19.04 Ls
Raivis 300Ls —7.20Ls 15.36 Ls —384 Ls - 732 Ls
Martins 1800Ls —7.20Ls - —384 Ls - 6.96 Ls
Marta - —7.20 Ls - —3.84 Ls - —11.04 Ls
Kristiana 15.00 Ls —7.20 Ls - 8.00 Ls 15.80 Ls

Kopa 36.00 Ls —36.00 Ls 1536 Ls  —15.36 Ls 0.00 Ls 0.00 Ls

9. Plakne doti tris punkti. Ka, izmantojot cirkuli un linealu bez atzimem, var konstruet rinka liniju,
kas satur visus $os tris punktus? Pamatojiet, kapec konstrukcija strada.

Atrisinajums:
Sis rinka Mnijas centrs atradisies t3 trijstiira vidusperpendikulu krustpunkta, kura virsotnes ir
atzimetajos punktos. Lai atrastu o punktu:
a) savienojam punktus, izveidojot tris nogrieznus,
b) izvelamies noteiktu radiusu (piemeram, garakas malas garumu) un ar $0 radiusu uzzimejam
tris rinka inijas ar centriem attiecigi atzimetajos punktos,
c) katram divam rinka finijam novelkam taisni caur to krustpunktiem (novilktas taisnes ir
trijstira vidusperpendikuli, ko var pieradit, izmantojot vienadsanu trijsturus),
d) taiSnu krustpunkta atrodas mekletas rinka linijas centrs - velkot rinka [liniju caur kadu no do-
tajiem punktiem, iegusim prasito rinka [iniju ($o var pieradit, pieméram, izmantojot vienados
taisnlenka trijstiirus).

10. Vaiir iespejams izkrasot n x n kvadrata rutinas melna un balta krasa ta, lai nevaretu atrast k x k
apakskvadratu (2 < k < n), kura Cetras stira ritinas ir vienada krasa, gadijuma, ja
a) n=4;
by n=77
Atrisinajums:
Dots atrisinajums gadijumam b) n = 7. Jebkur§ 4 x 4 apakskvadrats apmierina ari a).
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Pienemsim, ka mes gribam atrisinat 10. uzdevuma aprakstito kraso$anas problemu, ar datoru
parbaudot pilnigi visus krasojumus. Pienemot, ka dators 1 sekundg var parbaudit 1 miljardu (10°)
krasojumu, kads ir lielakais n, kuram iespejams parbaudit visus krasojumus aptuveni nedelas laika?
Un & gadsimta laika? (Drikst izmantot, ka 210 ~ 103.)

Atrisinajums:
Abos gadijumos atbilde ir n = 7. Viena diena ir 24 - 60 - 60 = 86400 sekundes, nede]a
604800 =~ 6-10° sekundes. Tatad varam parbaudit aptuveni 6-101 krasojumu. 7 x 7 kvadratam

Ir
249 =250/ — (219)%/2 ~ (10%)%/2 = 5 - 10

iespejamie krasojumi. Tatad tas panems aptuveni nedélu. Savukart 8 x 8 kvadratam ir 2%
iesp&jamie krasojumi, kas ir 21° a2 32000 reizu vairak neka iepriek. Viena gada ir aptuveni 50
nedelas, simts gados - ap 5000. Tatad nepietiks laika, lai parbauditu visus 8 x 8 krasojumus.

Pieradit, ka jebkuram naturalam skaitlim nir speka: 12+22+32+4---+n? = n(n+1)(2n+1)/6.

Atrisinajums:
Izmantosim matematisko indukciju.
Indukcijas baze: n =1 vienadiba izpildas, L =1-2-3/6.
Indukcijas solis: Pienemsim, ka vienadiba ir speka skaitlim n— 1 un pieradisim skaitlim n.
PP+ +(n=12+nm=(0-n2n-1)/6+n*=n((n—1)(2n—=1)/6 + n)
=n((n—1)(2n—1) +6n)/6 = n(2n°> —=3n+ 1 +6n)/6
=n(2n*+3n+1)/6 = n(n+1)(2n +1)/6.

Sacensibas piedalas 2013 motobraucegji, kuri brauc pa 1 km garu apli. Pirmais no motobraucejiem
brauc ar atrumu 1 km/h, otrais motobraucgjs brauc ar atrumu 2 km/h, ..., 2013. motobraucgjs
brauc ar atrumu 2013 km/h. Cik apdzi8anas par apli bus notiku$as, kad sacensibas bus pagajusi
stunda? Braucejam apdzenot citu par diviem apliem, skaitam tas ka divas apdziSanas par apli.
Atrisinajums:

Pec stundas 2013. motobraucejs bus veicis 2013 aplus, 2012. braucejs 2012 aplus, .. ., 1. braucejs
1 apli. Tatad 2013. braucgjs 1. braucgju bus apdzinis par 2012 apliem (to, ka braucgji finisgja
vienlaicigi, més neskaitam par apdzisanu), 2. braucgju par 2011 apliem ...2012. braucgju par 1
apli. Attiecigi 2013. braucegjs bus veicis

2012 42011 + 2010+ ... + 2 + 1 = 2012(2012 + 1)/2

apdzisanas. Analogi 2012. braucgjs bus veicis 2011(2011 + 1)/2 apdzisanas, bet k-tais braucgjs
(k —1)k/2 apdzi8anas. Tatad kopgjais apdzisanu skaits biis vienads ar
2012(2012 + 1)/2 4+ 2011(2011 + 1)/2 + ... + 1(1 + 1)/2 4+ 0(0 + 1)/2
= (2012% + 2012 + 20112 + 2011 + 20102 + 2010 + ... + 2> + 2+ 12 + 1) /2
= ((20122 +2011% 4+ 2010% + ... 4+ 22 + 1%) + (2012 + 2011 + 2010 + ... + 2 + 1)) /2
No 12. uzdevuma (20122 +201124-20102+. .. +22+12) var izteikt ka 2012-2013-(4024+1)/6.
Tad mekleta summa bus
((2012-2013 - (4024 + 1))/6 + 2012 - 2013/2) /2
—=(2012 - 2013 - (4024 + 4))/6/2
=(2012 - 2013 - (4024 + 4))/12
=2012-671-1007 = 1359502364.
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NeSa kungs piedava par nelielu samaksu spelet speli ar laimestu. n x n tabula katra rutina ir
ierakstits kads skaitlis. Spelei ir divi varianti:
a) vispirms tu izvélies no katras rindinas pa skaitlim, tad Ne$a kungs izvelas vienu no tiem un
izmaksa atbilsosu laimestu;
b) vispirms Nesa kungs izvelas no katras kolonnas pa skaitlim, tad tu izvelies vienu no tiem un
sanem atbilstoSu laimestu.
Kur§ no variantiem bus tev izdevigaks?

Atrisinajums:

Es velos pec iespejas lielaku laimestu, tadel no pieejamajiem skaitliem vienmer izveleSos lielako.
Savukart NeSa kungs velas izmaksat mazako iespejamo laimestu, tadel izvelesies mazako no
pieejamajiem skaitliem. Varianta a) es izveleSos katras rindinas lielako skaitli (tatad tas bis
vismaz tikpat liels ka jebkur$ cits skaitlis 3aja rindina). Tad NeSa kungs izvélesies mazako no
Siem, pienemsim, ka tas ir skaitlis A rinda /. Savukart varianta b) Ne$a kungs izvéletos katras
kolonnas mazako skaitli (tas bus ne lielaks ka jebkurs cits skaitlis taja kolonna), un es péc tam -
lielako no izveletajiem, pienemsim, ka tas ir skaitlis B kolonna j. Tagad apskatam skaitli C, kas
atrodas rinda i un kolonna j (iesp€jams, ka tas ir tas pats, kas Avai B). Tad A> C, jo Air
lielakais rinda /, lidzigi C > B, jo B ir mazakais kolonna j. Notaseko A>C > B, tatad A> B
- laimests varianta a) ir vismaz tikpat liels ka varianta b). Tade| variants a) ir izdevigaks.

Renaram ir 16 kartis. llze izvelas vienu, iegaume to un noliek atpakal kaudzite kada nejausa
vieta, ka ar pasaka savu milako skaitli n (1 < n < 16). Renars pamisus sadala kartis divas
vienadas kaudzites (tagad un turpmak - pirmo karti pirmaja, otro - otraja, treso - pirmaja, utt.)
un paludz llzei noradit, kura kaudzite ir vinas karts. Talak Renars saliek abas kaudzites kopa
un atkal sadala divas citas kaudzités, un llze norada, kura kaudzité ir vinas karts. So procesu
atkarto vel divas reizes. Beigas Renars saliek visas kartis kopa, uz galda noliek n — 1 karti no
kaudzites augsas un ka n-to karti uz galda uzliek lizes karti. Ka Renars to izdarija? Paskaidro
un uzraksti skaidru instrukciju, ka realizet o karSu triku.

Atrisinajums:

Apskatisim zemak doto tabulu. 1V rinda "0” atbilst kartim, kas pec pedejas (ceturtas) sadalisanas
augsejas Cetras kartis ir no iepriek$€jas dalisanas augsa novietotas Cupinas. Savukart katrai no
§im kaudzrtem aug3gjas divas kartis ir no 2. dalianas augséjas kaudzites, utt. Sada veida varam
izveidot tabulu, kas apraksta katrai kartij (Soreiz saksim skaitisanu no nulles - 0., 1., 2., utt.),
kura kaudzite - augseja vai apak3gja - ta bija pec katras dalisanas. lzradas, ja no pozicijai at-
bilstosajiem cipariem tabula izveidojam binaru skaitli, pirmaja pozicija liekot ciparu no IV rindas,
otraja - no lll, treSaja - no Il, un pedeja - no I, iegustam pozicijas skaitlim atbilstosu binaro skaitli.
Piemeram, 13. pozicijai iegustam binaro skaitli 1101, kas atbilst skaitlim 13 decimalaja sistema.
Tatad, ja velamies, lai mekleta karts butu 14. pozicija (sakot skaitit no 1) jeb 13. (sakot skaitit
no 0), parveidojam 13 binaraja skaitianas sistema (1101) un sakot no labas puses, katrs cipars
pasaka prieksa, vai karts jaliek aug3gja (ja cipars ir 0), vai apaks€ja kaudzite (cipars 1). Vispariga
gadijuma, ja nosaukts skaitlis n, tad (n—1) parveidojam binaraja skaitisanas sistema un sekojam
Sim pasam algoritmam.

Pozicija | 0. | 1. | 2. | 3. | 4. |5 |6.|7. |8 |9 |10. | 11. |12 | 13. | 14. | 15.
I oj1rjo0}j140y1|0|1}j0(1|0O0 1 0 1 0 1
[l 0 1 0 1 0 1 0 1
I 0 1 0 1
v 0 1

Lidzigu uzdevumu un ta skaidrojumu anglu valoda var noskatities
http://numberphile.com/videos/27_card_trick.html



