O anverta kopa 2014

Komandu olimpiade matematika

11. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Matematikiem, gatavojot olimpiadi, bija jaizdoma 36 uzdevumi. Vini izdomaja par vienu uzde-
vumu diena mazak neka sakotngji planots, tadejadi iekavejot noteikto terminu par 6 dienam. Cik
dienas vini sakotngji bija planojusi stradat?

Atrisinajums:
Sastadam un atrisinam vienadojumu ar mainigo k, kas apzimeé planoto uzdevumu skaitu diena.

36/k +6=236/(k—1)
36(k — 1) + 6k(k — 1) = 36k
6k — 6k —36 =0
k2 —k—6=0
ke {—2,3}.

Ta ka negativs uzdevumu skaits neder, bija planots izdomat 3 uzdevumus diena. Attiecigi atbilde
ir, ka bija planots stradat 36/3 = 12 dienas. Varam parbaudit, ka slinkuma de| beigas sanaca
stradat 36/2 = 18 dienas, par 6 vairak neka planots.

2. Saeimas velesanas Rigas velesanu apgabala ievelami 29 deputati. Piecu procentu barjeru parvare-
jusas partijas ieguva $adus balsu skaitus: SC 64971; PCTVL 27308; ZZS 25851; LPP/LC 22223;
TP 35813; JL 46813; TB/LLNK 21488. Aprekiniet, cik mandatus Rigas apgabala ieguva katra
partija, atbilstosi veleSanu likuma 38. pantam.

Velesanu likuma 38. pants atrodams pielikuma.

Atrisinajums:

Sekojot velesanu likuma 38. panta instrukcijam, dalam iegutos balsu skaitus katrai partijai ar
nepara skaitliem 1, 3, 5 utt. legutie daljjumi (noapajoti) ir tabula zemak. lekrasojam trekna
drukna lielakos dafjums, lidz esam iekrasojusi kopuma 29 skaitjus. Mazakais no tiem ir 4298.
Visi neiekrasotie skait)i ir mazaki. lzskaitam treknos skaitjus, lai iegutu atbilstoSos mandatu
skaitus; rezultati ir tabulas pedeja kolonna.

1 3 5 7 9 11 13 15 17
SC 64971 21657 12994 9282 7219 5906 4998 4331 3822 |8
PCTVL 27308 9103 5462 3901 3034 2483 2101 1821 1606 |3
775 25851 8617 5170 3693 2872 2350 1989 1723 1521 |3
LPP/LC 22223 7408 4445 3175 2469 2020 1709 1482 1307 | 3
TP 35813 11938 7163 5116 3979 3256 2755 2388 2107 |4
JL 46813 15604 9363 6688 5201 4256 3601 3121 2754 |5
TB/LLNK | 21488 7163 4298 3070 2383 1953 1653 1433 1264 |3

Piebilde. Sie skait)i atbilst 9. Saeimas velgganam.

3. Septini rukisi registrejas Tviterm un dazi saka sekot citiem (tikai sava starpa). Paris (a, b) apzime
kada rukisa sekotaju skaitu a un izsekoto skaitu b. Vai var gadities, ka vienlaicigi septiniem
rukisiem Sie pari ir

a) (1,6), (2,6), (2,2), (3.1), (3,0), (3.2), (3,0) ?



b) (5,5), (2,1), (0,4), (3,3), (2,6), (4,2), (6,1) 7
Atrisinajums:
a) Ja, ir iespejams, piemeram, ka attélots tabula (ar + atZimeéts, kur$ rukitis seko kuram):

kam

1 2 3 4 5 6 7/|ck

1 + + + + 4+ + 6

2 + + 4+ + + + 6

0 3 + + 2
< 4 + 1
5 0

6 + + | 2

7 0
ck|1 2 2 3 3 3 3|17

b) Ne&, nevar gadities, ka piektais rukitis seko visiem seSiem pargjiem, tacu treSajam nav
sekotaju.

4. Friziere augusta piedavaja matu griezumu par 1pasu cenu (8.23€), jo “2014. gada augusts ir
vienigais tava dzive, kura bus 5 piektdienas, 5 sestdienas un 5 svetdienas! Pedegjo reizi tas bija
1191. gada, nakamreiz bus 2837. gada; reizi 823 gados $is fenomens!” Vai (un kapec) vinai ir
taisniba? Ja ne, izskaidro, cik biezi patiesiba notiek $ads fenomens!

Atrisinajums:

Tas gadas tiesi tajos gados, kad 1. augusts ir piektdiena. Parasta gada ir 365 dienas, tatad 52
nedejas un 1 diena. Nakamgad ir parasts gads, un 1. augusts bus sestdiena un ta katru gadu
pa vienai dienai klat. Garaja gada ir 366 dienas, tatad taja 1. augusts bus par divam ned€las
dienam velak neka iepriekseja. Katrs ceturtais gads ir garais (iznemot, ja gadskaitlis dalas ar
100, bet ne 400 - bet S0 gadijumu ignoresim). Nakamais garais gads ir 2016. Tatad, sakot ar
2014. gadu, 1. augusts iekritis $adas dienas:

2014 15| '16 '17 '18 '19| 20 21 22 23| 24 '25 '26 27

o o Pk Se | Pr Ot Tr Ce| Se Sv Pr Ot| Ce Pk Se Sv
2028 29 30 31| 32 '33 34 '35 | 36 '37 '38 39| 40 '41 42
Ot Tr Ce Pk | Sv Pr Ot Tr | Pk Se Sv Pr | Tr Ce Pk

(garie gadi kursiva, piektdienas trekna druka). 2042. gada 1. augusts atkal ir piektdiena, turklat
pec diviem gadiem seko garais gads, tatad identisks 28 gadu cikls sakas no jauna. Redzam, ka
“fenomens” atkartojas ritma ik pa 11-6-5-6 gadiem, un musu dzive bus vel daudz $adu augustu.

5. Martinam bija 60 vestuju papira lapas. Marta gribeja sanemt vestules biezak un dazas no vestu)u
papira lapam sagrieza 4 dajas un vismaz vienu 12 daJas. Martins lapas tergja uzmanigi un uz
katras lapas rakstija pa vienai vestulei. Marta sanema 102 vestules no Martina. Cik papira lapas
sagrieza Marta?

Atrisinajums:

Sagriezot lapu 4 da)as, kopgjais lapu skaits pieaug par 3. Sagriezot lapu 12 da)as, kopgjais lapu
skaits pieaug par 11. Lapu skaits ir pieaudzis par 42, tatad 3x + 11y = 42, kur x - lapu skaits,
kas tika sagriezts 4 daas; y - lapu skaits, kas tika sagriezts 12 dajas. No ta, ka 3x un 42 dalas
ar 3, secinam, ka art 11y jadalas ar 3, un attiecigi y jadalas ar 3. Vieniga atbilstosa y vertiba
ir3 (Jay > 6, tad 11y > 42). Varam aprekinat art x = (42 — 33)/3 = 3. Tatad kopa tika
sagrieztas 6 lapas - 3 no tam 4 dajas un 3 no tam 12 dalas.

6. Capital One (CO) akcijas pirms gada maksaja 30$. Birza par 3.25% vareja nopirkt loterijas bileti
(t.s. opciju), kas pec gada izmaksatu laimestu x — 40$ gadijuma, ja CO akcijas taja bridi maksa



x dolarus, un x ir vairak neka 40%. Cornwall Capital Management par 26'000% iegadajas daudz
$adu opciju un pec gada sanema laimestu 480'000%. Cik taja bridi maksaja CO akcijas?
Atrisinajums:

CCM nopirka 26'000/3.25=8'000 opcijas. Tatad laimests katrai opcijai bija 480'000/8'000=60%.
Tatad CO akciju vertiba bija pieaugusi lidz 40+60=100 dolariem.

. Edgars ar Olgu bija sesu dienu ilga velobrauciena Toskana. Pirmaja diena vini nobrauca par 3km
vairak neka otraja. TreSaja diena - divreiz vairak neka ceturtaja, tacu videji tikpat, cik pirmaja.
Pirmaja un piektaja diena kopa sanaca 100km - tikpat, cik saskaitot treSaja un sestaja diena
nobraukto. Cik kilometrus vini nobrauca katra no dienam, ja kopuma odometrs radija 277km?
Atrisinajums:

Apzimejam 1.-6. diena nobrauktos km ar a, b, ¢, d, e, f un sastadam vienadojumu sistemu:

;

a=b+3 b=a-3
c=2d c=2d
c+d=2a 3d =2a
=
a+e=100 e=100— a
c+f =100 f =100 — 2d
at+b+c+d+e+f =277 at+a—34+2d+d+100—a+100—2d =277

Nemam treSo rindu un vienkarSojam pedejo, lai atrastu a un d, un no tiem - parejos mainigos:

3d =2a
= 3B80—a)=2a = a=48,b=45c=64,d=32,e=52,f=36.
a+d=280

Sie arT attiecigi ir nobrauktie attalumi katra no dienam.

. Kads ir lielakais punktu skaits FIFA futbola Pasaules kausa finalturnira grupu posma, ar kadu
komanda var nekvalificeties izslegSanas spelu kartai? Kads ir mazakais punktu skaits, ar kuru
komanda var kvalificeties?

Informacija par turnira norisi atrodama pielikuma.

Atrisinajums:

Lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegsanas speju kartai. Apskatisim, kapec
7 punkti nav atbilde Sim jautajumam. Grupu posma katras grupas ietvaros tiek izspeletas 6
speles. Maksimalais punktu skaits, ko var iegut katra spele ir 3, tatad kopa - 18. Lai komanda
nekvalificetos, tai grupa japaliek 3. vai 4. vieta. Ja komandai 3. vai 4. vieta ir 7 punkti, tad
komandam pirmajas divas vietas art ir jabut vismaz 7 punktiem. Tatad Sim trim komandam
kopa ir jabut vismaz 21 punktam. Tacu kopa maksimalais punktu skaits, ko var nopelnit, ir 18.
legustam pretrunu, kas nozime, ka lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegSanas
spelu kartai, ir mazaks neka 7.

Apskatisim grupu, kura komanda nekvalificgjas nakamajam posmam, lai gan ir ieguvusi 6 punktus.
Grupa ir komandas A, B, C un D. Speju rezulati ir sekojosi:

A:B(1:0)
A:C(0:1)
A:D(3:0)
B:C(1:0)
B:D(2:0)
C:D(1:0)

Tabula redzams, ka komanda C ar 6 punktiem nekvalificejas nakamajam posmam.



10.

11.

Komanda | Vartu starpiba | Punkti
A +3 6
B +2 6
C +1 6
D -6 0

Mazakais punktu skaits, ar kuru komanda var kvalificeties. Ar 1 punktu grupu turnira komandai
nav iespejams kvalificeties nakamajam posmam. Katra komanda izspele 3 speles. Ja komanda
ir sanemusi tikai 1 punktu, tas nozime, ka ta 2 speles ir zaudejusi, tatad ir vismaz 2 komandas
ar vismaz 3 punktiem.

Komanda var kvalificeties nakamajam posmam ar 2 punktiem. Piemeram, $ada gadijuma, kad
kvalificejas komanda B ar 2 punktiem:

A:B(1:0)

A:C(2:0)

A:D(3:0)

B:C(0:0)

B:D(0:0)

C:D(0:0)

Komanda | Vartu starpiba | Punkti

A +6 9
B -1 2
C -2 2
D -3 2

Pieradit, ka jebkuriem naturaliem skaitliem n un k iespéjams pakapi n¥ izteikt ka n pec kartas
nemtu nepara skaitju summu.

Atrisinajums:

n pec kartas nemti nepara skait)i veido aritmetisko progresiju a,a+2,a+4,... a+2(n—1),
kuras summu aprekina pec formulas (a+ a4+ 2(n—1))n/2. Lai atrastu a, risinam vienadojumu

nk=(a+a+2(n—1))n/2
n =a+n-—1

a=n"1-n+1

Atliek parbaudtt, vai a ir nepara. Ja k — 1 > 1, tad n*~1 un n paritate sakrit, idz ar to
starpiba ir para skaitlis. Pieskaitot 1, iegustam nepara skaitli a. Ja k —1 =0, t.i. k =1, tad
nk=1 = n® = 1. Ja n ir nepara, tad pamatojam ka ieprieks. Ja n ir para, tad ieglistam, ka
atrisinajums ir a=1— n+ 1, para skaitlis.

Tatad pakapi n iespéjams izteikt ka n pec kartas nemtu nepara skaitju summu tad, ja k > 1

vai ar1, ja k =1 un n ir nepara. Atlikusaja gadijuma (k = 1, n para) tas nav iespejams.

Pieradit, ka vienadojumam 4x? — 5y? = 12 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skait]i.
Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 5.

Atrisinajums:

12 dalot ar 5, atlikums ir 2. Tadam pa$am jabut kreisaja vienadojuma pusé. Ta ka 5y? dalas

ar 5, apskatam iespéjamos 4x? atlikumus. Ja x atlikums ir 0,1,2,3 vai 4, tad 4x? atlikums ir

attiecigi 0, 4, 1, 1, 4. Tatad nav iespgjams, ka kreisaja puse atlikums dalot ar 5 ir 2, idz ar to

neeksiste atrisinajums veselos skaitjos.

Cik ir tadu cCetrciparu skaitJu, kuru pieraksta ir izmantoti tieSi 2 dazadi cipari?
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Atrisinajums:

Pienemsim, ka mekletais Cetrciparu skaitlis sastav no cipariem a un b, kur a ir pirmais cipars
Cetrciparu skaitli. Ciparu a més varam izveleties 9 variantos (1-9), savukart b varesim izveleties 9
variantos (visi 10 cipari, iznemot jau 1. pozicija izveleto). Tatad 9-9 = 81 varianti. Apskatisim,
cik variantos varesim izveidot Cetrciparu skaitli no izveletajiem cipariem a un b. Pirmaja pozicija
vares but tikai a, savukart nakamajas trijas pozicijas a vai b - kopa 2-2 -2 varianti. Janem vera,
ka Sie varianti iekjauj arT skaitli aaaa, kurS neatbilst nosacijumiem. Tatad Cetrciparu skaitli no
diviem dazadiem cipariem varam izveidot 9-9-(2-2-2 — 1) = 567 veidos.

Martinam Gardneram oktobrT atzimgja 100. gadadienu. 13423433443 = 100 = (14+2+3+4)2.
Vai vienadiba 13+ 23 + ...+ n3 = (1 +2+ ...+ n)? ir patiesa visiem naturaliem n?
Atrisinajums:

Atrisinajumam izmantosim matematiskas indukcijas principu. Ar A(k) apzimesim vienadibu

B4+ +k3=1+2+...+k?>

Indukcijas baze. A(1) ir patiess, jo 13 =1 = 12,
Induktiva pareja. Parliecinasimies, ka A(k + 1) ir patiess, ja A(k) ir patiess.
Risinajuma izmantosim vienadibu 1 +2+ ... +n=n(n+1)/2.

(1424 +k+k+1))?=(Q+2+... +k)+(k+1)2%=

=(1+2+.  +kPH20 42+ +k)(k+1)+(k+1)2 =

-k(k;1)~(k+1)+(k+1)2:

=(1+2+.. .+ k)PP +k(k+1)2>+(k+1)*=
=(1+2+.. . +k?P+(k+1)3=
=13 4254+ + K+ (k+1)3 kb

=142+ ... +k3?+2

BMX velosipeda priekSgjam zobratam ir 44 zobi, aizmugurejam 16. Attalums starp zobratu asim
(centriem) ir 13 collas. Kedei katrs posms ir 1/2 collu gars. Cik posmu garu kedi vajag, lai ta
butu precizi nospriegota?
a ‘ 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°  90°
cos(a) | 1 0985 0.940 0.866 0.766 0.643 0500 0.342 0.174 O
sin() | 0 0.174 0.342 0500 0.643 0.766 0.866 0.940 0985 1
Atrisinajums:

Katrs zobs atbilst vienam kedes posmam, tatad zobratu apkartmeri ir attiecigi 22" un 8", un
to radiusi R = 11/m un r = 4/w. ED ir pieskare abam rinka [inijam, tade| radiusi AE un DC
ir tai perpendikulari. Novelkam AB paralelu ED, iegustot taisnsturi ABDE. AABC ir taisn-
lenka, ar hipotentzu AC garuma 13". Katete BC ir garuma R — r = 7/m ~ 2.23. Sauksim
ZACB par a. Tad cos(a) = BC/AC = 0.17, un no tabulas nolasam, ka a ~ 80°. Seko, ka
ED = AB = AC -sin(a) ~ 12.8. Atliek izrekinat kedes arejo loku garumus. Ta ka to lenkiskie
izmeri ir 200° un 160°, iegustam 22 - 200°/360° = 12.2 un 8 - 200°/360° = 3.6. Tatad kedes
kopgjais garums ir vismaz 2-12.8 + 12.2 + 3.6 = 41.4 collas. Ta ka katra posma garums ir 0.5
collas, vajadzes 83 posmus.
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Par Ferma skait]iem sauksim visus skaitjus, kurus var uzrakstit forma F, = 2@ 4+ 1, kur nir
nenegativs vesels skaitlis. Pieradiet, ka, sakot ar n > 2, visiem Ferma skaitliem pedgjais cipars
ir7.

Atrisinajums:

Vispirms atradisim sakaribu starp Fpy1 un Fpn. levérojam, ka (227)2 = 2" Atliek tikai tikt
gala ar +1 daju, un meés iegustam Fpy1 = (Fy — 1)2 + 1. Tagad izmantosim indukcijas principu
Indukcijas baze. F» 1pasiba izpildas, jo 2(2%) 41 = 17. Induktiva pareja. Pieradisim, ka Fpi1
Tpasiba izpildas, ja Fj, ta izpildas. Zinot, ka F,, pedgjais cipars ir 7, iegustam, ka (F, —1) pedgjais
ciparsir 6 un (F,—1)? arTir 6, un galu gala (F, — 1)+ 1 pédgjais cipars ir 7. Tagad, izmantojot
ieprieks ieguto sakaribu Fpy1 = (Fp — 1)2 + 1, secinam, ka art Fn4+1 pedejais cipars ir 7, k.b.j.
Piebilde. lespgjams risinajums ari ieverojot, ka 22" = 24k = 16¥, kur k = 272 (vesels skaitlis,
ja n>2). Jebkurai 16 pakapei pedgjais cipars ir 6 (vienkarsa indukcija). Pieskaitot 1, iegtistam
pedejo ciparu 7.

Majai ir vienas ardurvis, un tas istabas ir savienotas ar durvim. Visas istabas iespejams noklut,
bet nav iespgjams iziet pa apli - pa kuram durvim ieiet, pa tam pec tam bus janak atpakal.
Pieradit, ka durvju skaits ir vienads ar istabu skaitu.

Atrisinajums:

Pieradisim ar matematisko indukciju, ka visiem n izpildas: majai ar n istabam arr durvju skaits
ir n. Indukcijas baze: ja maja ir tikai viena istaba n = 1, tad arT durvju skaits ir n = 1 (tikai
ardurvis). Induktiva pareja: pienemam, ka pasiba izpildas kadam n > 1 un apskatam maju ar
n+ 1 istabu. lesim maja ieksa, un turpinasim iet visu laiku cauri jaunam durvim, kamer tas vairs
nav iespejams. Nevar gadities, ka esam atgriezusies istaba, kura jau bijam, jo uzdevuma dots, ka
pa apli iziet nav iespejams. Tatad esam nonakusi istaba, kurai ir tikai vienas durvis. Ja mes So
istabu nojauktu un tas durvis aizmuretu, tad paliktu maja ar n istabam, kura joprojam atbilstu
uzdevuma aprakstam. Tatad pec indukcijas pienemuma taja ir n durvis. Attiecigi, pieskaitot
pedejo istabu ar vienam durvim, esam pieradijusi, ka art n + 1 istabu majai ir n + 1 durvis, un
induktivais pieradijums ir pabeigts.

Piebilde. Ja apzZim&jam istabas ar punktiem (virsotnem) un durvis ar linijam (Skautném), kas
tos savieno, iegustam grafu. Grafu teorija Sadu savienotu grafu bez cikliem sauc par koku. Ja
neskaitam ardurvis (kuram otra pusé nav istaba), tad esam pieradijusi, ka kokam ar n virsotnem
ir n — 1 skautne.



