O anverta kopa 2014

Komandu olimpiade matematika

7. klases uzdevumi un atrisinajumi

. Martinam bija 60 vestuju papira lapas. Marta gribeja sanemt vestules biezak un dazas no vestuju
papira lapam sagrieza 4 dalas. Martin$ lapas tergja uzmanigi un uz katras lapas rakstija pa vienai
vestulei. Marta sanema 90 vestules no Martina. Cik papira lapas sagrieza Marta?
Atrisinajums:

Sagriezot lapu 4 dajas, kopgjais lapu skaits pieaug par 3. Lapu skaits ir pieaudzis par 30. Tatad
tika sagrieztas 10 lapas.

. Tris damas, kas vienmer rikojas logiski, iegaja kafejnica. Oficiante vinam pajautaja, vai visas
dzers teju. Pirma atbildeja “Es nezinu”. Otra atbildeja tapat. Ko atbildgja tresa dama, kas pati
Soreiz nolemusi dzert teju? Kapec?

Atrisinajums:

TreSa dama atbildeja: “Ja, mes visas dzersim teju.” Par to, ka visas dzers teju, treSa dama vareja
secinat no pirmo divu damu atbildem. Ja kada no vinam nebutu gribejusi teju, tad uzreiz butu
varejusi atbildet, ka visas tris damas nedzers teju (teju dzers ne vairak ka divas). Bet vinas
atbideja, ka nezina, jo tikai pasas par sevi vargja drosi pateikt, ka grib dzert teju, bet nezina par
citam damam.

. Autobuss pietura piestaj tiesi ik pec 15 minutem. Katru minuti pietura ierodas 5 [lidz 7 cilveki,
kuri velas braukt ar So autobusu. Velakais, pec cik minutem ieradisies autobuss, ja paslaik pietura
ir 35 cilveki?

Atrisinajums:

Nakamais autobuss pienaks visvelak tad, kad bus pagajs vismazakais laiks kop$ iepriekseja au-
tobusa, tas ir, ja dotais cilveku skaits pietura ieradas visatrakaja iespejama veida. Skaidrs, ka
visatrak cilveki sanak, ja katru minuti ierodas 7 cilveki, turklat pedeja minute visi 7 cilveki ierodas
precizi pasa minutes sakuma, tas ir, pirmajas 4 minutes ierodas 28 cilveki un vel 7 tieSi nakamas
minutes sakuma, tade] mes varam drosi apgalvot, ka nakamais autobuss pietura ieradisies velakais
pec 15— 4 = 11 minutem.

. Eriks 8ogad februari nostradaja 204 virsstundas. Cik virsstundas vin$ stradaja katra no nedéglas
dienam, ja zinams, ka katru dienu (ari brivdienas) vins nostradaja vienadu skaitu stundu? Pamata
darba laiks bez virsstundam ir 8 stundas diena no pirmdienas lidz piektdienal.

Atrisinajums:

éogad februari bija 28 dienas jeb 4 nedelas. Pamata darba laiks nedela ir 5 x 8 = 40 stundas.
Eriks nedea nostradaja 204 = 4 = 51 virsstundu. Tatad kopa viena nedela vind nostradaja
40 + 51 = 91 stundu. Attiecigi, viena diena - 91 =+ 7 = 13 stundas. Tatad darba dienas Eriks
stradaja 13 — 8 = 5 virsstundas, bet brivdienas visas 13 nostradatas stundas bija virsstundas.

. Ap taisnstura formas maju 2 metru attaluma no sienam ir tadas pasas formas Zogs. Kads ir
7o0ga perimetrs, ja majas perimetrs ir 30 metri?

Atrisinajums:

leverosim, ka majas perimetru var pilniba atainot (projicét) uz Zoga perimetra (skat. Zimgjumu).
Savukart posmi AB, BC, DE, EF, GH, HI, JK, KL katrs ir 2 metrus gars, jo Zoga attalums no
majas Visos virzienos ir 2 metri. Tatad Zoga perimetrs ir 30 4+ 8 - 2 = 46 metri.
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6. Stradnieks diena 4 stundas pavadija, krasojot sienas, un 1 stundu, flizgjot gridu. Ka samaksu
par paveikto darbu vin$ sanema 100€. Otrs stradnieks savukart 2 stundas krasoja sienas, 3
stundas flizgja gridas un samaksa sanema 200€. Kada ir stundas maksa par krasoSanas darbiem
un kada par flizeSanas darbiem?

Atrisinajums:
X - tada ir stundas maksa € par kraso3anas darbiem.
y - tada ir stundas maksa € par flizeSanas darbiem.

4x+ y =100
2x 4+ 3y =200

No pirmas vienadibas izsakam y = 100 — 4x un ievietojam otra vienadiba:

2x 4+ 3(100 — 4x) = 200
2x + 300 — 12x = 200
—10x = —100
x =10
y=100—4-10=160

Atbilde. Stundas maksa par kraso$anas darbiem ir 10€, par flizesanas darbiem - 60€.

7. Piecos velesanu apgabalos registreto balsstiesigo veletaju skaiti ir attiecigi: Riga 398'087; Vid-
zemé 383'830; Latgale 240'232; Kurzeme 199'858; Zemgale 226'032. Arzemés registréti vel
33'873 balsstiesigie. Aprekiniet Saeimas velesanas ievelejamo deputatu skaitu katra apgabala
atbilstosi veleSanu likuma 8. pantam.

Velesanu likuma 8. pants atrodams pielikuma.

Atrisinajums:

Sekojot velesanu likuma 8. panta instrukcijam, Rigas apgabalam pieskaitam arzemes dzivojosos,
iegustam 431'960. Kopskaits ir 1'481'912. lzdalot ar 100, protams, sanak 14'819.12. VeleSanu
apgabaliem atbilstosie dalijumi ar So skaitli ir tabula zemak. Veselos skaitus saskaitot, iegustam
98, tatad diviem apgabaliem ar augstakajiem dajskait}/iem japalielina deputatu skaits par vienu.
Sie apgabali ir Vidzeme un Kurzeme. Gala rezultati ir tabulas pedgja rinda.

Riga  Vidzeme Latgale Kurzeme Zemgale
29.15 25.90 16.21 13.49 15.25
29 26 16 14 15

Piebilde. Sie skait]i atbilst 9. Saeimas vélesanam.
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Septini rukisi registrejas Tvitert un dazi saka sekot citiem (tikai sava starpa). Paris (a, b) apZime
kada rukisa sekotaju skaitu a un izsekoto skaitu b. Vai var gadities, ka vienlaicigi septiniem
rukisiem Sie pari ir

a) (3,1), (2,4), (3,1), (2,2), (4,0), (1,1), (0,6) 7

b) (4,2), (3,4), (3,5), (1,0), (4,5), (3,3), (5,2) ?
Atrisinajums:

a) Ja, ir iespejams, piemeram, ka attélots tabula (ar + atzimets, kurs$ rukitis seko kuram):

kam

1 2 3 4 5 6 7/|ck

1 + 1

2 + + + 4+ 4

9 3 + 1
=~ 4 + + 2
5 0

6 | + 1
7T+ + + 4+ + + 6
ck|3 2 3 2 4 1 015

b) N€, nav iespgjams, jo sekotaju skaits 21 nesakrit ar izsekoto skaitu 23.

Poligrafijas firma piedava zimuJu apdruku par cenam, kas dotas zemak tabula. Cik izmaksatu
800 zimuju apdruka? Pec kadas formulas cena tiek aprekinata?

skaits | 400 500 600 1000
cena, eur‘128.— 137.50 147.- 185.-

Atrisinajums:

leverojot, ka cena par 500 zimujiem ir pa vidu 400 un 600 zimuju cenam, gribetos minet, ka
800 zimuju cena ir pa vidu 600 un 100 zimuju cenai, tatad 166€. Tipiski cenu aprekina vai
nu proporcionali daudzumam, vai ari pieskaita vel klat fiksetu komisiju. Ta ka pirmais variants
acimredzami atkrit, meginam otro: pec formulas p = aqg + b, kur p ir cena un g daudzums.
Zinot, ka 128 = 400a + b un 137.5 = 500a + b, atrisinam So vienadojumu sistemu un atro-
dam koeficientus a = 0.095, b = 90. Parbaudot So formulu uz 600 un 1000 Zimuju cenam,
parliecinamies, ka ta dod pareizas vertibas. Lidzigi arr 800 - 0.095 + 90 = 166, tatad musu
mingjums 800 zimulu cenai bija pareizs.

Visi zina, ka 2+ 2 = 2 x 2. RodzZers Penrouzs berniba bija priecigs, atklajot vel vienu piemeru:
34+ 1.5 =3x1.5. Vaiir vel kadi piemeri diviem skaitJiem, kuru summa un reizinajums ir vienadi?

Atrisinajums:
Uzrakstot prasito vienadojumu ar simboliem, iegustam:

Xty=xy = x—xy=-y = x(l-y)=—-y = Xx=—-——7"7"— = Xx=—"".

Tatad varam iegut bezgaligi daudz $adu skaitju. Piemeram, y =4, x = % =4/3.

Ritenbrauceju komanda ir 15 sportisti, kuru vecums ir no 18 lidz 28 gadiem. Komandas dalibnieka
Edgara vecums ir virs komandas videja un atskiras no citu brauceju vecumiem. Ja zinams, ka
gan sportistu, gan komandas vidgjais vecums ir veseli skaiti, vai var gadities, ka

a) Edgars ir 4. vecakais sportists,

b) Edgars ir 4. jaunakais sportists?
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13.

14.

Atrisinajums:
a) Ja, piemeram, desmit sportistiem vecums 18, vienam 24, Edgaram 27, un pargjiem trim
28. Tad vidgjais vecums ir (10 x 18 +24 4+ 27 + 3 x 28)/15 = 315/15 = 21

b) Ja, piemeram, vecumi 18, 18, 19, Edgaram 27 un pargjiem 11 vecums 28. Tad videjais
vecums ir (18 +18 + 19 + 27 + 11 x 28)/15 = 390/15 = 26.

Doti tris veseli pozitivi skait)i a, b, c. Zinot, ka 2014 = 2 - 19 - 53, vai var gadities, ka
a) a+ b=2014 un a- b dalas ar 2014,

b) a4+ b+ c=2014un a-b-c dalas ar 20147
Atrisinajums:

a) Ja a- b dalas ar 2014, tad vai nu a vai b dalas ar 2 (skaitja 2014 pirmreizinatajs). Varam
pienemt, ka tas ir a. Ta ka vienadibas a + b = 2014 laba puse dalas ar 2, tad art a+ b
dalas ar 2. Zinot, ka a dalas ar 2, art b jadalas ar 2. Analogi varam secinat par pargjiem
2014 pirmreizinatajiem 19 un 53. Tatad gan a, gan b dalas ar 2, 19, 53 un attiecigi ar
2014, tade] a+ b > 2 -2014. leguta pretruna, idz ar to abi nosacijumi nevar but patiesi.

b) Ja, tas ir iespejams. Pieméram, a = 1942, b =19, ¢ = 53. Tad 1942 + 19 + 53 = 2014
un 1942-19-53 =971 -2-19 - 53 dalas ar 2014.

Aizpildi dotas tabulas tuksas rutinas ar cipariem ta, lai trisciparu skait)i, kas rodas, lasot rindas,
kolonnas un diagonale (slipi uz leju) ierakstitos 3 ciparus, visi ir pirmskait]i!

3 7

3 1
Atrisinajums:

3 1 7

8 5 3

3 1 3

Kads ir lielakais laidnu skaits, ko var uzlikt uz nx n $aha galdina melnajiem lauciniem, kur n > 2,

lai tie viens otru neapdraudetu? (Kreisa augseja stura rutina ir melna.)

Atrisinajums:

Saskaitisim, cik melno diagonalu ir uz n X n $aha galdina. Skaitisim melnas rutinas uz augsejas

rindinas - katra no tam pieder citai diagonalei, kura savieno augsejo malu ar kreiso malu. Ja n
. %1 un pedegja rutina bus melna. Saskaitisim tagad

ir para, tad to kopa bus 3; ja nepara, tad
diagonales otrpus centra diagonalei - tam sakumrutinas bus uz labas malgjas kolonnas. Analogi,

Seit rutinu skaits bus g un %1 attiecigi pie para un nepara n. Tad, nemot vera, ka pie nepara
n augsejas rindinas pedeja melna rutina sakrit ar sakuma rutinu malejai labajai kolonnai, tad

diagona)u skaits abos gadijumos btis n = 2- %1 —1=2-7. leverosim, ka vienrutinu diagonales,

kuras veido kreisa aug$eja rutina (savieno augsgjo malu un kreiso malu) un laba apakseja rutina
(savieno labo malu un apaksejo malu), atradisies uz vienas diagonales, ja apskata diagonales,
kas savieno labo malu ar apaksejo malu. Tad uz Sim divam diagonalem vares novietot tikai
vienu laidni, un uz katras no parejam ne vairak ka vienu laidni. Tatad kopa ne vairak ka n—1
laidni. So skaitu ir iespéjams sasniegt; piemérus, ka to izdarit para un nepara n gadijuma, skatit
ZImejuma, attiecigi, ar n =4 un n = 5. Laidnus liekam uz visam melnaja rutinam maleja kreisaja
kolonna un labaja kolonna, iznemot uz apakSejam stura rutinam nepara gadijuma, un iznemot
labo apaksSejo stura rutinu para n gadijuma.



15. Marta ir aizbraukusi darba darisanas uz Zadziju. Martin$ vinai vélas nosutit kazu gadadienas
davanu, bet Zadzija ir problemas ar zadzibam - viss, kas tiek sutits pa pastu, tiek nozagts, ja
vien nav lelikts ar piekaramo sledzeni aizslegta kastite. Martinam un Martai katram ir vairakas
atskirigas kastes un piekaramas sledzenes, kuru atslegas ir tikai viniem pasiem, bet ne vinu
otrajam pusitem. Ka lai Martins drosa veida nosuta davanu Martai?

Atrisinajums:

Marting nosuta davanu ar savu piekaramo atslegu aizslegta kastite. Kad Marta to sanem, vina
tai paSai kastitei uzliek papildus kadu no savam piekaramajam sledzenem, un nosuta atpakal
Martinam. Vins, savukart, nonem savu uzlikto sledzeni un atkal suta Martai. Marta ir drosi
sanemusi savu davanu un var tai tikt klat, atsledzot savu piekaramo atslegu.

Piebilde. Kriptografija Sadu metodi sauc par three-pass protocol. Lai ta stradatu, ir svarigi, ka
atslegas nav obligati jaatsledz sakot ar pedegjo aizslegto (ka tas butu gadijuma, ja Marta ieliktu
kasti cita kaste). Tatad nepieciesams komutativs sifresanas algoritms.



O anverta kopa 2014

Komandu olimpiade matematika

8. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Martinam bija 60 vestulu papira lapas. Marta gribgja sanemt vestules bieZzak un dazas no vestuju
papira lapam sagrieza 4 dalas. Martin$ lapas tergja uzmanigi un uz katras lapas rakstija pa vienai
vestulei. Marta sanema 90 vestules no Martina. Cik papira lapas sagrieza Marta?
Atrisinajums:

Sagriezot lapu 4 dajas, kopgjais lapu skaits pieaug par 3. Lapu skaits ir pieaudzis par 30. Tatad
tika sagrieztas 10 lapas.

2. Skola, kura macas skoleni no 1. lidz 12. klasei, optimalais paralelklasu skaits katra no klasu
grupam ir 3 un optimalais skolenu skaits katra klase ir no 20 Nidz 25. Kads ir optimalais skolu
skaits Valmiera, lai visiem bérniem butu kur macities, ja taja dzivo 25’000 iedzivotaju un 16%
no tiem ir vecuma no 7 lidz 19 gadiem? lzskaidrojiet savus papildu pienemumus!
Atrisinajums:

Pienemsim, ka visi berni vecuma 7-19 iet skola, turklat visas klasSu grupas aptuveni vienadi daudz.
Tatad Valmiera ir 25'000-0.16 =4'000 skolenu, katra klasu grupa aptuveni 4'000/12 ~ 333.
Attiecigi, katra klasu grupa paralelklase ar burtu A macisies aptuveni 111 skoleni. Ta ka
111/25 > 4, vajadzes vismaz piecas skolas. Redzam, ka ar piecam skolam pietiktu, jo tad A
klases katra klaSu grupa varetu macities 100 lidz 125 skoleni, un 111 skoleniem tas bus optimali.

3. Autobuss pietura piestaj tiesi ik pec 15 minutem. Katru minuti pietura ierodas 5 lidz 7 cilveki,
kuri velas braukt ar So autobusu. Velakais, pec cik minutem ieradisies autobuss, ja paslaik pietura
ir 35 cilveki?

Atrisinajums:

Nakamais autobuss pienaks visvelak tad, kad bus pagajs vismazakais laiks kop$ iepriekseja au-
tobusa, tas ir, ja dotais cilveku skaits pietura ieradas visatrakaja iespejama veida. Skaidrs, ka
visatrak cilveki sanak, ja katru minuti ierodas 7 cilveki, turklat pedeja minute visi 7 cilveki ierodas
precizi pasa minutes sakuma, tas ir, pirmajas 4 minutes ierodas 28 cilveki un vel 7 tieSi nakamas
minutes sakuma, tade] mes varam drosi apgalvot, ka nakamais autobuss pietura ieradisies velakais
pec 15 — 4 = 11 minutem.

4. Stradnieks diena 4 stundas pavadija, krasojot sienas, un 1 stundu, flizegjot gridu. Ka samaksu
par paveikto darbu vin$ sanema 100€. Otrs stradnieks savukart 2 stundas krasoja sienas, 3
stundas flizeja gridas un samaksa saneéma 200€. Kada ir stundas maksa par kraso$anas darbiem
un kada par flizeSanas darbiem?

Atrisinajums:
x - tada ir stundas maksa € par krasoSanas darbiem.
y - tada ir stundas maksa € par flizeSanas darbiem.

4x+ y =100
2x+ 3y =200



No pirmas vienadibas izsakam y = 100 — 4x un ievietojam otra vienadiba:

2x 4+ 3(100 — 4x) = 200
2x + 300 — 12x = 200
—10x = —100
x =10
y=100—-4-10=060

Atbilde. Stundas maksa par krasoSanas darbiem ir 10€, par flizeSanas darbiem - 60€.

5. Piecos velesanu apgabalos registreto balsstiesigo veletaju skaiti ir attiecigi: Riga 398'087; Vid-
zemé 383'830; Latgale 240'232; Kurzeme 199'858; Zemgale 226'032. Arzemés registréti vel
33'873 balsstiesigie. Aprekiniet Saeimas veleSanas ievelejamo deputatu skaitu katra apgabala
atbilstosi velesanu likuma 8. pantam.

Velesanu likuma 8. pants atrodams pielikuma.

Atrisinajums:

Sekojot velesanu likuma 8. panta instrukcijam, Rigas apgabalam pieskaitam arzemes dzivojosos,
iegustam 431'960. Kopskaits ir 1'481'912. Izdalot ar 100, protams, sanak 14'819.12. Velesanu
apgabaliem atbilstosie dalijjumi ar So skaitli ir tabula zemak. Veselos skait]us saskaitot, iegustam
98, tatad diviem apgabaliem ar augstakajiem dalskaitl/iem japalielina deputatu skaits par vienu.
Sie apgabali ir Vidzeme un Kurzeme. Gala rezultati ir tabulas pedéja rinda.

Riga  Vidzeme Latgale Kurzeme Zemgale
29.15 25.90 16.21 13.49 15.25
29 26 16 14 15

Piebilde. Sie skaitli atbilst 9. Saeimas velesanam.

6. Septini rukisi registrejas TviterT un dazi saka sekot citiem (tikai sava starpa). Paris (a, b) apzime
kada rukisa sekotaju skaitu a un izsekoto skaitu b. Vai var gadities, ka vienlaicigi septiniem
rukisiem Sie pari ir

a) (3,1), (2,4), (3,1), (2,2), (4,0), (1,1), (0,6) ?
b) (4,2), (3.4), (3,5), (1,0), (4,5), (3,3), (5,2) ?
Atrisinajums:
a) Ja, ir iespejams, piemeram, ka attélots tabula (ar 4+ atzimets, kurs$ rukitis seko kuram):

kam

1 2 3 4 5 6 7/|ck

1 + 1

2 + + + 4+ 4
w3 + 1
<~ 4 + + 2
5 0

6 | + 1

7 + + + + + + 6
ck|3 2 3 2 4 1 015

b) N€, nav iespejams, jo sekotaju skaits 21 nesakrit ar izsekoto skaitu 23.

7. Poligrafijas firma piedava zimuju apdruku par cenam, kas dotas zemak tabula. Cik izmaksatu
800 zimuju apdruka? Pec kadas formulas cena tiek aprekinata?

skaits | 400 500 600 1000
cena, eur‘128.- 137.50 147.- 185.-
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Atrisinajums:

leverojot, ka cena par 500 zimuliem ir pa vidu 400 un 600 Zimuju cenam, gribetos minet, ka
800 ZimuJu cena ir pa vidu 600 un 100 zZimuju cenai, tatad 166€. Tipiski cenu aprékina vai
nu proporcionali daudzumam, vai ari pieskaita vel klat fiksetu komisiju. Ta ka pirmais variants
acimredzami atkrit, meginam otro: pec formulas p = aqg + b, kur p ir cena un g daudzums.
Zinot, ka 128 = 400a + b un 137.5 = 500a + b, atrisinam 3o vienadojumu sistemu un atro-
dam koeficientus a = 0.095, b = 90. Parbaudot $o formulu uz 600 un 1000 Zimuju cenam,
parliecinamies, ka ta dod pareizas vertibas. Lidzigi arr 800 - 0.095 + 90 = 166, tatad musu
mingjums 800 zimuju cenai bija pareizs.

. Visi zina, ka 2+ 2 = 2 x 2. RodzZers Penrouzs berniba bija priecigs, atklajot vel vienu piemeru:

3+ 1.5 =3x1.5. Vaiir vel kadi piemeri diviem skaitliem, kuru summa un reizinajums ir vienadi?

Atrisinajums:
Uzrakstot prasito vienadojumu ar simboliem, iegustam:

y y

x+y=xy = x—xy=-y = x(l-y)=-y = X=-7"

<
<
|
—

Tatad varam iegut bezgaligi daudz $adu skaitju. Piemeram, y =4, x = ﬁ =4/3.

Doti 2014 skait)i, kuru videjais aritmetiskais ir A. Uzrakstiet formulu, ar kuru aprekinat doto

2014 skaitJu un patvaligi izveleta skaitla K videjo aritmetisko.

Atrisinajums:

No videja aritmetiska definicijas seko

_artax+...+ a4

B 2014

Tadeg| videjo no sakotnejiem 2014 skaitjiem un K varam aprekinat sadi:
atat.. . +apst+K 2014-A+K

2015 - 2015

A

= ay+ax+...4+ axis =2014- A

Pieradrit, ka vienadojumam x2 — 6y3 = 2 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skait]i.

Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 3.
Atrisinajums:
Labo vienadojuma pusi dalot ar 3, atlikums ir 2. Tadam pasSam jabut kreisaja vienadojuma puse.
T3 k3 6y3 dalas ar 3, apskatam iesp&jamos x2 atlikumus. Ja x atlikums ir 0, 1 vai 2, tad x?
atlikums ir attiecigi 0, 1 vai 1. Tatad nav iespejams, ka kreisaja puse atlikums dalot ar 3 ir 2,
lldz ar to neeksiste atrisinajums veselos skaitos.

Selekcionaram Miculim pieder abejdarzs izmera 40mx30m. Ja kadas divas abeles ir 5m attaluma
vai tuvak, ir risks, ka izplatas slimibas. Vai vins darza var iestadit 101 abeli, neapdraudot to
veselibu?

Atrisinajums:

Sadalam abe)darzu 100 mazakos 4m x 3m laukos. Ta ka Miculis grib iestadit 101 abeli, tad vis-
maz viena no 100 mazakajiem laukiem vinam bus jaiestada vismaz 2 abeles. Lielakais iespejamais
attalums divam abelem uz 4m x 3m lauka ir 5m (diagonales garums). Tatad Miculis nevares
iestadit 101 abeli, neapdraudot to veselbu.

Gazes caurule sastav no 100 posmiem, un ir zinams, ka viena no tiem ir stice (caurums), jo viena
caurules gala tiek pumpéti 20m3/h, bet otra nonak tikai 19m3/h. Posmu savienojumu vietas ir
pilnigi drosas pret sucem, un tajas ir iespejams nomerit gazes plusmu. Kads ir iespejami mazakais
merjumu skaits, pec kuriem noteikti busim atradusi posmu, kura ir suce? Nav japierada, ka
atrasts mazakais merjumu skaits.



13.

14.

Atrisinajums:

Ir iespejams to izdarit ar 7 merjjumiem: vienmer merot pa vidu caurules intervalam, kura zinams,
ka ir suce. Pirmais merjums bus starp 50. un 51. posmu un tadejadi aizdomigo posmu skaits
samazinasies no 100 uz 50. Pec otra merjuma atliek 25 kandidati, pec 3. atliek 13 (vai mazak),
tad attiecigi 7, 4, 2, un pec septita merjjuma bus atlicis tikai viens iespejamais caurais posms.
Piebilde. Lal gan tas nebija prasits, ir viegli pieradit, ka ar 6 vai mazak merjumiem nevar
garantet, ka atradisim vainigo posmu. Katram merjumam ir iespgjami divi iznakumi: stce ir
lejup vai augdup no merjuma vietas, tatad 6 mérjumiem ir 2° = 64 iespgjamas iznakumu virk-
nes, un katrai no tam janoved pie kada sledziena - caura posma. Tacu jebkurs no 100 posmiem
var but caurs, tatad ar 6 merjumiem nevar visos gadijumos pareizi atrast vainigo posmu.

Doti tris veseli pozitivi skaitli a, b, c. Zinot, ka 2014 =2 - 19 - 53, vai var gadities, ka
a) a+ b=2014 un a- b dalas ar 2014,

b) a4+ b+ c=2014un a-b-c dalas ar 20147
Atrisinajums:

a) Ja a- b dalas ar 2014, tad vai nu a vai b dalas ar 2 (skaitja 2014 pirmreizinatajs). Varam
pienemt, ka tas ir a. Ta ka vienadibas a + b = 2014 laba puse dalas ar 2, tad ari a+ b
dalas ar 2. Zinot, ka a dalas ar 2, arT b jadalas ar 2. Analogi varam secinat par pargjiem
2014 pirmreizinatajiem 19 un 53. Tatad gan a, gan b dalas ar 2, 19, 53 un attiecigi ar
2014, tade] a+ b > 2 -2014. leguta pretruna, idz ar to abi nosacijumi nevar but patiesi.

b) Ja, tas ir iespejams. Piemeram, a = 1942, b =19, ¢ = 53. Tad 1942 + 19 + 53 = 2014
un 1942 -19-53 =971-2-19-53 dalas ar 2014.

Kads ir lielakais laidnu skaits, ko var uzlikt uz nx n $aha galdina melnajiem lauciniem, kur n > 2,
lai tie viens otru neapdraudetu? (Kreisa augsgja stira rutina ir melna.)

Atrisinajums:

Saskaitisim, cik melno diagonalu ir uz n X n Saha galdina. Skaitisim melnas rutinas uz augsejas
rindinas - katra no tam pieder citai diagonalei, kura savieno augsejo malu ar kreiso malu. Ja n
ir para, tad to kopa bus %; Ja nepara, tad %1 un pedeja rutina bus melna. Saskaitisim tagad
diagonales otrpus centra diagonalei - tam sakumrutinas bus uz labas malgjas kolonnas. Analogi,
Seit rutinu skaits bis 5 un %1 attiecigi pie para un nepara n. Tad, nemot vera, ka pie nepara
n augsejas rindinas pedeja melna rutina sakrit ar sakuma rutinu malejai labajai kolonnai, tad
diagonalu skaits abos gadijumos bus n = 2- %1 —1=2-7. leverosim, ka vienrtinu diagonales,
kuras veido kreisa aug$eja rutina (savieno augsgjo malu un kreiso malu) un laba apakseja rutina
(savieno labo malu un apak3gjo malu), atradisies uz vienas diagonales, ja apskata diagonales,
kas savieno labo malu ar apaksgjo malu. Tad uz Sim divam diagonalem vares novietot tikai
vienu laidni, un uz katras no parejam ne vairak ka vienu laidni. Tatad kopa ne vairak ka n —1
laidni. So skaitu ir iespejams sasniegt; piemerus, ka to izdarit para un nepara n gadijuma, skatit
ZImejuma, attiecigi, ar n =4 un n =>5. Laidnus liekam uz visam melnaja rutinam malgja kreisaja
kolonna un labaja kolonna, iznemot uz apaksgjam stura rutinam nepara gadijuma, un iznemot
labo apaksejo stura rutinu para n gadijuma.




15. Marta ir aizbraukusi darba dariSanas uz Zadziju. Martin$ vinai veélas nosutit kazu gadadienas
davanu, bet Zadzija ir problemas ar zadzibam - viss, kas tiek sutits pa pastu, tiek nozagts, ja
vien nav ielikts ar piekaramo sledzeni aizslegta kastite. Martinam un Martai katram ir vairakas
atskirigas kastes un piekaramas sledzenes, kuru atslegas ir tikai viniem pasiem, bet ne vinu
otrajam pusitem. Ka lai Martins drosa veida nosuta davanu Martai?

Atrisinajums:

Martins nosuta davanu ar savu piekaramo atslegu aizslegta kastite. Kad Marta to sanem, vina
tai pasai kastitei uzliek papildus kadu no savam piekaramajam sledzenem, un nosuta atpakal
Martinam. Vins, savukart, nonem savu uzlikto sledzeni un atkal suta Martai. Marta ir drosi
sanemusi savu davanu un var tai tikt klat, atsledzot savu piekaramo atslegu.

Piebilde. Kriptografija sadu metodi sauc par three-pass protocol. Lai ta stradatu, ir svarigi, ka
atslegas nav obligati jaatsledz sakot ar pedejo aizslegto (ka tas butu gadijuma, ja Marta ieliktu
kasti cita kaste). Tatad nepieciesams komutativs SifreSanas algoritms.



O anverta kopa 2014

Komandu olimpiade matematika

9. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Skola, kura macas skoleni no 1. lidz 12. klasei, optimalais paralelkladu skaits katra no klasu
grupam ir 3 un optimalais skolenu skaits katra klase ir no 20 Nidz 25. Kads ir optimalais skolu
skaits Valmiera, lai visiem bérniem butu kur macities, ja taja dzivo 25’000 iedzivotaju un 16%
no tiem ir vecuma no 7 Nidz 19 gadiem? lzskaidrojiet savus papildu pienemumus!
Atrisinajums:

Pienemsim, ka visi berni vecuma 7-19 iet skola, turklat visas klasu grupas aptuveni vienadi daudz.
Tatad Valmiera ir 25'000-0.16 =4'000 skolenu, katra klasu grupa aptuveni 4'000/12 ~ 333.
Attiecigi, katra klasu grupa paralelklase ar burtu A macisies aptuveni 111 skoleni. Ta ka
111/25 > 4, vajadzes vismaz piecas skolas. Redzam, ka ar piecam skolam pietiktu, jo tad A
klases katra klasu grupa varetu macities 100 lidz 125 skoleni, un 111 skoleniem tas bus optimali.

2. Eriks Sogad februari nostradaja 204 virsstundas. Cik virsstundas vins stradaja katra no nedélas
dienam, ja zinams, ka katru dienu (ari brivdienas) vins nostradaja vienadu skaitu stundu? Pamata
darba laiks bez virsstundam ir 8 stundas diena no pirmdienas lidz piektdienai.

Atrisinajums:

Sogad februarm bija 28 dienas jeb 4 nedelas. Pamata darba laiks nedela ir 5 x 8 = 40 stundas.
Eriks nedela nostradaja 204 +— 4 = 51 virsstundu. Tatad kopa viena nedela vins nostradaja
40 + 51 = 91 stundu. Attiecigi, viena diena - 91 =+ 7 = 13 stundas. Tatad darba dienas Eriks
stradaja 13 — 8 = 5 virsstundas, bet brivdienas visas 13 nostradatas stundas bija virsstundas.

3. Matematikiem, gatavojot olimpiadi, bija jaizdoma 36 uzdevumi. Vini izdomaja par vienu uzde-
vumu diena mazak neka sakotngji planots, tadejadi iekavejot noteikto terminu par 6 dienam. Cik
dienas vini sakotngji bija planojusi stradat?

Atrisinajums:
Sastadam un atrisinam vienadojumu ar mainigo k, kas apzimeé planoto uzdevumu skaitu diena.

36/k +6 =36/(k—1)
36(k — 1) + 6k(k — 1) = 36k
6k? — 6k —36 =0
k> —k—6=0
k € {—2,3}.

Ta ka negativs uzdevumu skaits neder, bija planots izdomat 3 uzdevumus diena. Attiecigi atbilde
ir, ka bija planots stradat 36/3 = 12 dienas. Varam parbaudit, ka slinkuma deJ beigas sanaca
stradat 36/2 = 18 dienas, par 6 vairak neka planots.

4. Saeimas velesanas Rigas velesanu apgabala ievelami 29 deputati. Piecu procentu barjeru parvare-
jusas partijas ieguva $adus balsu skaitus: SC 64971; PCTVL 27308; ZZS 25851; LPP/LC 22223;
TP 35813; JL 46813; TB/LLNK 21488. Aprekiniet, cik mandatus Rigas apgabala ieguva katra
partija, atbilstosi velesanu likuma 38. pantam.

Velesanu likuma 38. pants atrodams pielikuma.



Atrisinajums:

Sekojot velesanu likuma 38. panta instrukcijam, dalam iegutos balsu skaitus katrai partijai ar
nepara skaitjiem 1, 3, 5 utt. legutie dalijumi (noapaloti) ir tabula zemak. lekrasojam trekna
drukna lielakos dalijums, Nidz esam iekrasojusi kopuma 29 skaitjus. Mazakais no tiem ir 4298.
Visi neiekrasotie skait)i ir mazaki. lzskaitam treknos skaitjus, lai iegutu atbilstoSos mandatu
skaitus; rezultati ir tabulas pedeja kolonna.

1 3 5 7 9 11 13 15 17
SC 64971 21657 12994 9282 7219 5906 4998 4331 3822 | 8
PCTVL 27308 9103 5462 3901 3034 2483 2101 1821 1606 |3
7S 25851 8617 5170 3693 2872 2350 1989 1723 1521 |3
LPP/LC 22223 7408 4445 3175 2469 2020 1709 1482 1307 |3
TP 35813 11938 7163 5116 3979 3256 2755 2388 2107 | 4
JL 46813 15604 9363 6688 5201 4256 3601 3121 2754 |5
TB/LLNK | 21488 7163 4298 3070 2383 1953 1653 1433 1264 |3

Piebilde. Sie skait)i atbilst 9. Saeimas vélesanam.

. Septini rukisi registrejas Tviterm un dazi saka sekot citiem (tikai sava starpa). Paris (a, b) apzime
kada rukisa sekotaju skaitu a un izsekoto skaitu b. Vai var gadities, ka vienlaicigi septiniem
rukiSiem Sie pari ir

a) (1,6), (2,6), (2,2), (3,1), (3,0), (3,2), (3,0 ?

b) (5,5), (2,1), (0,4), (3,3), (2,6), (4,2), (6,1) ?
Atrisinajums:
a) Ja, ir iespejams, piemeram, ka attelots tabula (ar + atzimets, kurs rukitis seko kuram):

kam

1 2 3 4 5 6 7|ck

1 + 4+ + + + + 6

2 + + + + + 4+ 6
w3 + + 2
<~ 4 + 1
5 0

6 + + | 2

7 0
ck|1 2 2 3 3 3 3|17

b) Ne, nevar gadities, ka piektais ruiKitis seko visiem seSiem parejiem, tacu treSajam nav
sekotaju.

. Martinam bija 60 vestu)u papira lapas. Marta gribeja sanemt vestules biezak un dazas no vestuju
papira lapam sagrieza 4 dajas un vismaz vienu 12 dajas. Martins lapas tergja uzmanigi un uz
katras lapas rakstija pa vienai vestulei. Marta sanema 102 vestules no Martina. Cik papira lapas
sagrieza Marta?

Atrisinajums:

Sagriezot lapu 4 da)as, kopgjais lapu skaits pieaug par 3. Sagriezot lapu 12 dajas, kopgjais lapu
skaits pieaug par 11. Lapu skaits ir pieaudzis par 42, tatad 3x + 11y = 42, kur x - lapu skaits,
kas tika sagriezts 4 dalas; y - lapu skaits, kas tika sagriezts 12 dajas. No ta, ka 3x un 42 dalas
ar 3, secinam, ka arT 11y jadalas ar 3, un attiecigi y jadalas ar 3. Vieniga atbilsto$a y vertiba
ir 3 (jay > 6, tad 11y > 42). Varam aprekinat arm x = (42 — 33)/3 = 3. Tatad kopa tika
sagrieztas 6 lapas - 3 no tam 4 dalas un 3 no tam 12 dalas.

. Poligrafijas firma piedava zimuju apdruku par cenam, kas dotas zemak tabula. Cik izmaksatu
800 zimulu apdruka? Pec kadas formulas cena tiek aprekinata?
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skaits | 400 500 600 1000
cena, eur | 128- 137.50 147.- 185.-

Atrisinajums:

leverojot, ka cena par 500 zimuliem ir pa vidu 400 un 600 Zimulu cenam, gribetos minet, ka
800 zZimuju cena ir pa vidu 600 un 100 zimuju cenai, tatad 166€. Tipiski cenu aprekina vai
nu proporcionali daudzumam, vai ari pieskaita vel klat fiksetu komisiju. Ta ka pirmais variants
acimredzami atkrit, meginam otro: pec formulas p = aqg + b, kur p ir cena un g daudzums.
Zinot, ka 128 = 400a + b un 137.5 = 500a + b, atrisinam 3o vienadojumu sistemu un atro-
dam koeficientus a = 0.095, b = 90. Parbaudot $o formulu uz 600 un 1000 Zimuju cenam,
parliecinamies, ka ta dod pareizas vertibas. Lidzigi art 800 - 0.095 + 90 = 166, tatad musu
mingjums 800 zimuju cenai bija pareizs.

. Orbitreks dZzivo majas 6. stava. Katru dienu laika no 8:00 idz 16:00 vins 4 reizes dodas prom no

majas. Visos pargjos dzivok|os dzivo pa vienam kaiminam, kuri $aja pasa laika 4 reizes atgriezas
majas. Kura stava kaiminus Orbitreks, ejot prom, sastop visbiezak, ja visos stavos dzivok|u
skaits ir vienads, iznemot 6. stavu, kur ir par vienu vairak? Visi kaimini kapj vienadi atri un bez
pauzem.

Atrisinajums:

Intuitivi ir skaidrs, ka vishiezak satiks 6. stava kaiminus, jo 1. stava kaiminus Orbitreks satiks
tikai 1. stava (ieskaitot kapnes, kas ved uz to), 2. stava kaiminus 1. un 2. stava, ..., 6. stava
kaiminus 1. stava, 2. stava, ..., 5. stava un 6. stava - tatad 6. stava kaiminus sastop vismaz par
vienu stavu lielaka posma neka jebkuru citu kaiminu, tatad visbiezak (nemot vera, ka visi kaimini
vienlidz biezi nak majas). Skaitliski to var izteikt sekojosa veida. Pienemsim, ka, lai uzkaptu vai
nokaptu vienu stavu, visiem majas iedzivotajiem nepiecieSsama 1 minute, un vienkarsibas labad
var arl pienemt, ka katra stava dzivo pa vienam kaiminam. Tad 1. stava kaimin$ uz savu dzivokli
kaps 1 minuti, un, zinot, ka vin§ majas atgriezas 4 reizes, dotaja 240 minusu laika perioda vinu
kapnu telpa vares sastapt 4 minutes. Analogi iegustam, ka 2. stava kaiminu kapnutelpa kopa
varesim satikt 8 minutes, 3. stava kaiminu 12 minutes, 4. stava kaiminu 16 minutes, 5. stava
kaiminu 20 minutes, un 6. stava kaiminu 24 minutes. Tatad 6. stava kaiminu vares satikt vis-
garaka laika perioda, t.i., vishiezak. Saja novertgjuma nenémam vera sekojodus faktorus, jo to
ietekma uz biezumu, ar kadu satiks katra stava kaiminus, ir vienlidz maza visiem kaiminiem: -
ja zemako stavu kaimini ierodas Joti agri, tad var gadities, ka Orbitreks vinus vispar nesatiek, jo
nepaspej nokapt leja lidz vinu stavam (pieméram, ja 1. stava kaimins$ ierodas laika no 8:00 [idz
8:05) - starp katru reizi, kad Orbitreks dodas projam, japaiet vismaz 10 mintutem - laiks, kas
nepieciesams, lai Orbitreks nokaptu leja un péc tam augsa.

Doti 2014 skaitli, kuru videjais aritmetiskais ir A. Uzrakstiet formulu, ar kuru aprekinat doto
2014 skaitJu un patvaligi izveleta skaitla K videjo aritmetisko.
Atrisinajums:
No videja aritmetiska definicijas seko
air+ax+ ...+ aznis

A= 2014 = a1+ax+...+ axpis =2014- A

Tade| videjo no sakotnejiem 2014 skaitjiem un K varam aprekinat sadi:

21+32+...+32014+K_2014'A+K
2015 ~ 2015

BMX velosipeda priekSejam zobratam ir 44 zobi, aizmuguregjam 16. Attalums starp zobratu asim
(centriem) ir 13 collas. Kedei katrs posms ir 1/2 collu gars. Cik posmu garu kedi vajag, lai ta
butu precizi nospriegota? Padoms: cos(80°) = 0.174, sin(80°) = 0.985.
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Atrisinajums:

Katrs zobs atbilst vienam kedes posmam, tatad zobratu apkartmeri ir attiecigi 22" un 8", un
to radiusi R = 11/m un r = 4/w. ED ir pieskare abam rinka [inijam, tade| radiusi AE un DC
ir tai perpendikulari. Novelkam AB paralelu ED, iegustot taisnsturi ABDE. AABC ir taisn-
lenka, ar hipotentizu AC garuma 13". Katete BC ir garuma R — r = 7/m ~ 2.23. Sauksim
ZACB par a. Tad cos(a) = BC/AC ~ 0.17, un no padoma secinam, ka a ~ 80°. Seko, ka
ED = AB = AC -sin(a) ~ 12.8. Atliek izrekinat kedes arejo loku garumus. Ta ka to lenkiskie
izmeéri ir 200° un 160°, iegustam 22 - 200°/360° = 12.2 un 8 -200°/360° = 3.6. Tatad kedes
kopg€jais garums ir vismaz 2-12.8 + 12.2 + 3.6 = 41.4 collas. Ta ka katra posma garums ir 0.5
collas, vajadzes 83 posmus.

Kads ir lielakais punktu skaits FIFA futbola Pasaules kausa finalturnira grupu posma, ar kadu
komanda var nekvalificeties izslegSanas spelu kartai? Kads ir mazakais punktu skaits, ar kuru
komanda var kvalificeties?

Informacija par turnira norisi atrodama pielikuma.

Atrisinajums:

Lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegsanas spelu kartai. Apskatisim, kapec
7 punkti nav atbilde Sim jautajumam. Grupu posma katras grupas ietvaros tiek izspeletas 6
speles. Maksimalais punktu skaits, ko var iegut katra spele ir 3, tatad kopa - 18. Lai komanda
nekvalificetos, tai grupa japaliek 3. vai 4. vieta. Ja komandai 3. vai 4. vieta ir 7 punkti, tad
komandam pirmajas divas vietas ari ir jabut vismaz 7 punktiem. Tatad Sim trim komandam
kopa ir jabut vismaz 21 punktam. Tacu kopa maksimalais punktu skaits, ko var nopelnit, ir 18.
legustam pretrunu, kas nozime, ka lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegSanas
speju kartai, ir mazaks neka 7.

Apskatisim grupu, kura komanda nekvalificgjas nakamajam posmam, lai gan ir ieguvusi 6 punktus.
Grupa ir komandas A, B, C un D. Speu rezulati ir sekojosi:

A:B(1:0)
A:C(0:1)
A:D(3:0)
B:C(1:0)
B:D(2:0)
C:D(1:0)

Tabula redzams, ka komanda C ar 6 punktiem nekvalificgjas nakamajam posmam.

Komanda | Vartu starpiba | Punkti
A +3 6
B +2 6
C +1 6
D -6 0

Mazakais punktu skaits, ar kuru komanda var kvalificeties. Ar 1 punktu grupu turnira komandai
nav iespgjams kvalificeties nakamajam posmam. Katra komanda izspele 3 speles. Ja komanda
ir sanemusi tikai 1 punktu, tas nozime, ka ta 2 speles ir zaudegjusi, tatad ir vismaz 2 komandas
ar vismaz 3 punktiem.

Komanda var kvalificeties nakamajam posmam ar 2 punktiem. Piemeram, $ada gadijuma, kad
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13.

14.

15.

kvalificejas komanda B ar 2 punktiem:

A:B(1:0)

A:C(2:0)

A:D(3:0)

B:C(0:0)

B:D(0:0)

C:D(0:0)

Komanda | Vartu starpiba | Punkti

A +6 9
B -1 2
C -2 2
D -3 2

Pieradit, ka vienadojumam x? — 6y3 = 2 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skait]i.

Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 3.
Atrisinajums:
Labo vienadojuma pusi dalot ar 3, atlikums ir 2. Tadam paSam jabut kreisaja vienadojuma puse.
T3 ka 6y dalas ar 3, apskatam iesp&jamos x2 atlikumus. Ja x atlikums ir 0, 1 vai 2, tad x2
atlikums ir attiecigi 0, 1 vai 1. Tatad nav iespgjams, ka kreisaja puse atlikums dalot ar 3 ir 2,
lldz ar to neeksiste atrisinajums veselos skait)os.

Gazes caurule sastav no 100 posmiem, un ir zinams, ka viena no tiem ir stice (caurums), jo viena
caurules gala tiek pumpeti 20m3/h, bet otra nonak tikai 19m3/h. Posmu savienojumu vietas ir
pilnigi droSas pret sucem, un tajas ir iespejams nomerit gazes plusmu. Kads ir iespejami mazakais
merijumu skaits, pec kuriem noteikti busim atradusi posmu, kura ir stce? Nav japierada, ka
atrasts mazakais merjumu skaits.

Atrisinajums:

Ir iespejams to izdarit ar 7 merjumiem: vienmer merot pa vidu caurules intervalam, kura zinams,
ka ir suce. Pirmais merjums bus starp 50. un 51. posmu un tadejadi aizdomigo posmu skaits
samazinasies no 100 uz 50. Pec otra mérjuma atliek 25 kandidati, pec 3. atliek 13 (vai mazak),
tad attiecigi 7, 4, 2, un pec septita merijuma bus atlicis tikai viens iespgjamais caurais posms.
Piebilde. Lai gan tas nebija prasits, ir viegli pieradit, ka ar 6 vai mazak merjumiem nevar
garantet, ka atradisim vainigo posmu. Katram merjjumam ir iespejami divi iznakumi: suce ir
lejup vai augdup no merjjuma vietas, tatad 6 merjjumiem ir 2° = 64 iespgéjamas iznakumu virk-
nes, un katrai no tam janoved pie kada sledziena - caura posma. Tacu jebkur$ no 100 posmiem
var but caurs, tatad ar 6 merjjumiem nevar visos gadijumos pareizi atrast vainigo posmu.

Grins un Tao pieradija, ka jebkuram naturalam n eksisté aritmetiska progresija garuma n, kura
sastav tikai no pirmskait|/iem. Pieradit, ka neeksiste bezgaligi gara Sada aritmetiska progresija.
Atrisinajums:

Ja aritmetiskas progresijas pirmais loceklis ir ag = p un solis ir d, tad k-to locekli iegust pec
formulas ax = p+d(k—1). Ja apskatam p+ 1-mo locekli, ieglistam ap+1 = p+d(p+1—-1) =
(d 4+ 1)p, tatad tas nevar but pirmskaitlis (jo tas dalas ar pirmskaitli p un ar d +1 > 1). Tade
Sis pirmskaitju aritmetiskas progresijas garums nevar biit lielaks par p. Sis uzdevums parada, ka

matematika jedzieniem “neierobezoti gars" un “bezgaligs” ir butiski atskirigas nozimes.

Pieci draugi lido uz Maroku ar lidmasinu, kura ir 16 rindas un katra rinda ir 5 sedvietas, turklat
visas no tam ir aizpilditas. Ta ka vini lido ar lidsabiedribu Rajaneir, vini nevar izveleties, kur sedet,
tade| vinu sedvietas ir patvaligi izkaisitas pa lidmasinu. Katrs no draugiem var vairakkart sarunat
apmainities vietam ar pa kreisi, pa labi, priek$a vai aizmugure sedoSo pasazieri (ja starp divam
sedvietam ir lidmasinas eja, tad uzskatam, ka tas atrodas blakus). Kads ir mazakais parsesanos



skaits, pie kura vienmer, neatkarigi no sakotngja draugu sedvietu sadaljuma pa lidmasinu, kadi
divi no viniem spes apsesties viens otram blakus?

Atrisinajums:

Lidmasinas sédvietu planu varam uzskatit par 16 x 5 rutinu tiklu. So tiklu varam sadalit 4
vienados taisnsturos ar izmeriem 4 x 5. Tad, zinot, ka lidmasina lido 5 draugi, bus skaidrs -
kada no taisnsturiem bus apseduSies vismaz 2 draugi. Tade| parseSanos skaits, kas bus ne-
pieciesams, lai no & taisnstura kadi 2 draugi nonaktu viens otram blakus, bus ne vairak ka 6
parsesanas: (taisntlira platums — 1) + (taisntlra augstums — 1) — 1 =344 — 1 = 6. Attiecigi
mazakais parsesanos skaits, lai 2 kadi draugi sedetu blakus, nevares but lielaks par 6. Atliek
uzradit situaciju, kura nepiecieSamas vismaz 6 parsesanas - skat. shematisku attelojumu zemak.

X X

X X X

X - draugu sédvietas



O anverta kopa 2014

Komandu olimpiade matematika

10. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Skola, kura macas skoleni no 1. lidz 12. klasei, optimalais paralelkladu skaits katra no klasu
grupam ir 3 un optimalais skolenu skaits katra klase ir no 20 Nidz 25. Kads ir optimalais skolu
skaits Valmiera, lai visiem bérniem butu kur macities, ja taja dzivo 25’000 iedzivotaju un 16%
no tiem ir vecuma no 7 Nidz 19 gadiem? lzskaidrojiet savus papildu pienemumus!
Atrisinajums:

Pienemsim, ka visi berni vecuma 7-19 iet skola, turklat visas klasu grupas aptuveni vienadi daudz.
Tatad Valmiera ir 25'000-0.16 =4'000 skolenu, katra klasu grupa aptuveni 4'000/12 ~ 333.
Attiecigi, katra klasu grupa paralelklase ar burtu A macisies aptuveni 111 skoleni. Ta ka
111/25 > 4, vajadzes vismaz piecas skolas. Redzam, ka ar piecam skolam pietiktu, jo tad A
klases katra klasu grupa varetu macities 100 lidz 125 skoleni, un 111 skoleniem tas bus optimali.

2. Matematikiem, gatavojot olimpiadi, bija jaizdoma 36 uzdevumi. Vini izdomaja par vienu uzde-
vumu diena mazak neka sakotngji planots, tadejadi iekavejot noteikto terminu par 6 dienam. Cik
dienas vini sakotngji bija planojusi stradat?

Atrisinajums:
Sastadam un atrisinam vienadojumu ar mainigo k, kas apzime planoto uzdevumu skaitu diena.

36/k +6=236/(k—1)
36(k — 1) + 6k(k — 1) = 36k
6k?> —6k —36 =0
k>~ k—-6=0
k e {-2,3}.

Ta ka negativs uzdevumu skaits neder, bija planots izdomat 3 uzdevumus diena. Attiecigi atbilde
ir, ka bija planots stradat 36/3 = 12 dienas. Varam parbaudit, ka slinkuma de| beigas sanaca
stradat 36/2 = 18 dienas, par 6 vairak neka planots.

3. Saeimas velesanas Rigas velesanu apgabala ievelami 29 deputati. Piecu procentu barjeru parvare-
jusas partijas ieguva $adus balsu skaitus: SC 64971; PCTVL 27308; ZZS 25851; LPP/LC 22223;
TP 35813; JL 46813; TB/LLNK 21488. Aprekiniet, cik mandatus Rigas apgabala ieguva katra
partija, atbilstosi velesanu likuma 38. pantam.

Velesanu likuma 38. pants atrodams pielikuma.

Atrisinajums:

Sekojot velesanu likuma 38. panta instrukcijam, dalam iegutos balsu skaitus katrai partijai ar
nepara skaitjiem 1, 3, 5 utt. legutie dalijumi (noapaloti) ir tabula zemak. lekrasojam trekna
drukna lielakos dalijums, lidz esam iekrasojusi kopuma 29 skaitjus. Mazakais no tiem ir 4298.
Visi neiekrasotie skait)i ir mazaki. lzskaitam treknos skaitjus, lai iegutu atbilstoSos mandatu
skaitus; rezultati ir tabulas pedeja kolonna.



1 3 5 7 9 11 13 15 17
SC 64971 21657 12994 9282 7219 5906 4998 4331 3822 | 8
PCTVL 27308 9103 5462 3901 3034 2483 2101 1821 1606 |3
7S 25851 8617 5170 3693 2872 2350 1989 1723 1521 |3
LPP/LC 22223 7408 4445 3175 2469 2020 1709 1482 1307 |3
TP 35813 11938 7163 5116 3979 3256 2755 2388 2107 | 4
JL 46813 15604 9363 6688 5201 4256 3601 3121 2754 |5
TB/LLNK | 21488 7163 4298 3070 2383 1953 1653 1433 1264 |3

Piebilde. Sie skait]i atbilst 9. Saeimas velesanam.
. Septini rukisi registrejas Tviterm un dazi saka sekot citiem (tikai sava starpa). Paris (a, b) apZime
kada rukisa sekotaju skaitu a un izsekoto skaitu b. Vai var gadities, ka vienlaicigi septiniem
rukiSiem Sie pari ir

a) (1,6), (2,6), (2,2), (3,1), (3,0), (3,2), (3,0) ?

b) (5,5), (2,1), (0,4), (3,3), (2,6), (4,2), (6,1) ?
Atrisinajums:

a) Ja, ir iespejams, piemeram, ka attélots tabula (ar + atzimets, kurs rukitis seko kuram):

kam

1 2 3 4 5 6 7/|ck

1 + 4+ + + + + 6

2 + + + + + + 6
w3 + + 2
<~ 4 + 1
5 0

6 + + | 2

7 0
ck|1 2 2 3 3 3 3|17

b) Ne, nevar gadities, ka piektais ruKitis seko visiem seSiem parejiem, tacu treSajam nav
sekotaju.

. Friziere augusta piedavaja matu griezumu par Tpasu cenu (8.23€), jo “2014. gada augusts ir
vienigais tava dzive, kura bus 5 piektdienas, 5 sestdienas un 5 svetdienas! Pedegjo reizi tas bija
1191. gada, nakamreiz bus 2837. gada; reizi 823 gados $is fenomens!” Vai (un kapec) vinai ir
taisniba? Ja ne, izskaidro, cik bieZi patiesiba notiek $ads fenomens!

Atrisinajums:

Tas gadas tiesi tajos gados, kad 1. augusts ir piektdiena. Parasta gada ir 365 dienas, tatad 52
nedejas un 1 diena. Nakamgad ir parasts gads, un 1. augusts bus sestdiena un ta katru gadu
pa vienai dienai klat. Garaja gada ir 366 dienas, tatad taja 1. augusts bus par divam nedeas
dienam velak neka iepriekseja. Katrs ceturtais gads ir garais (iznemot, ja gadskaitlis dalas ar
100, bet ne 400 - bet $o gadijumu ignorésim). Nakamais garais gads ir 2016. Tatad, sakot ar
2014. gadu, 1. augusts iekritis sadas dienas:

2014 '15| '16 '17 '18 19| 20 '21 22 23| 24 '25 26 '27
Pk Se| Pr Ot Tr Ce| Se Sv Pr Ot| Ce Pk Se Sv

2028 '29 '30 31| '32 "33 '34 '35 | 36 '37 '38 '39 | 40 '41 42
Ot Tr Ce Pk|Sv Pr Ot Tr | Pk Se Sv Pr| Tr Ce Pk
(garie gadi kursiva, piektdienas trekna druka). 2042. gada 1. augusts atkal ir piektdiena, turklat

pec diviem gadiem seko garais gads, tatad identisks 28 gadu cikls sakas no jauna. Redzam, ka
“fenomens” atkartojas ritma ik pa 11-6-5-6 gadiem, un musu dzive bus vel daudz $adu augustu.



6. Capital One (CO) akcijas pirms gada maksaja 30$. Birza par 3.25% vareja nopirkt loterijas bileti
(t.s. opciju), kas pec gada izmaksatu laimestu x —40$ gadijuma, ja CO akcijas taja bridi maksa
x dolarus, un x ir vairak neka 40%. Cornwall Capital Management par 26'000$ iegadajas daudz
$adu opciju un pec gada sanema laimestu 480'000%. Cik taja bridi maksaja CO akcijas?
Atrisinajums:
CCM nopirka 26'000/3.25=8'000 opcijas. Tatad laimests katrai opcijai bija 480'000/8'000=60%.
Tatad CO akciju vertiba bija pieaugusi lidz 40+60=100 dolariem.

7. Edgars ar Olgu bija sesu dienu ilga velobrauciena Toskana. Pirmaja diena vini nobrauca par 3km
vairak neka otraja. TreSaja diena - divreiz vairak neka ceturtaja, tacu videji tikpat, cik pirmaja.
Pirmaja un piektaja diena kopa sanaca 100km - tikpat, cik saskaitot treSaja un sestaja diena
nobraukto. Cik kilometrus vini nobrauca katra no dienam, ja kopuma odometrs radija 277km?
Atrisinajums:

Apzimejam 1.-6. diena nobrauktos km ar a, b, ¢, d, e, f un sastadam vienadojumu sistemu:

(a=bh+3 b=a-3
c=2d c=2d
c+d=2a 3d =2a
=
a+e=100 e=100 - a
c+f =100 f =100 — 2d
at+b+c+d+e+f =277 at+a—3+2d+d+100—a+100—2d =277

Nemam treSo rindu un vienkarSojam pedejo, lai atrastu a un d, un no tiem - parejos mainigos:

3d = 2a
= 380—-a)=2a = a=48,b=45c=064,d=32,e=52f=36.
a+d=380

Sie arT attiecigi ir nobrauktie attalumi katra no dienam.

8. Kads ir lielakais punktu skaits FIFA futbola Pasaules kausa finalturnira grupu posma, ar kadu
komanda var nekvalificeties izslegSanas speju kartai? Kads ir mazakais punktu skaits, ar kuru
komanda var kvalificeties?

Informacija par turnira norisi atrodama pielikuma.

Atrisinajums:

Lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificéties izslegsanas spefu kartai. Apskatisim, kapec
7 punkti nav atbilde Sim jautajumam. Grupu posma katras grupas ietvaros tiek izspeletas 6
speles. Maksimalais punktu skaits, ko var iegut katra spele ir 3, tatad kopa - 18. Lai komanda
nekvalificetos, tai grupa japaliek 3. vai 4. vieta. Ja komandai 3. vai 4. vieta ir 7 punkti, tad
komandam pirmajas divas vietas ari ir jabut vismaz 7 punktiem. Tatad Sim trim komandam
kopa ir jabut vismaz 21 punktam. Tacu kopa maksimalais punktu skaits, ko var nopelnit, ir 18.
legustam pretrunu, kas nozime, ka lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegSanas
spelu kartai, ir mazaks neka 7.

Apskatisim grupu, kura komanda nekvalificejas nakamajam posmam, lai gan ir ieguvusi 6 punktus.
Grupa ir komandas A, B, C un D. SpeJu rezulati ir sekojosi:

A:B(1:0)
A:C(0:1)
A:D(3:0)
B:C(1:0)
B:D(2:0)
C:D(1:0)

Tabula redzams, ka komanda C ar 6 punktiem nekvalificejas nakamajam posmam.



10.

Komanda | Vartu starpiba | Punkti
A +3 6
B +2 6
C +1 6
D -6 0

Mazakais punktu skaits, ar kuru komanda var kvalificeties. Ar 1 punktu grupu turnira komandai
nav iespejams kvalificeties nakamajam posmam. Katra komanda izspele 3 speles. Ja komanda
ir sanemusi tikai 1 punktu, tas nozime, ka ta 2 speles ir zaudejusi, tatad ir vismaz 2 komandas
ar vismaz 3 punktiem.

Komanda var kvalificeties nakamajam posmam ar 2 punktiem. Piemeram, $ada gadijuma, kad
kvalificejas komanda B ar 2 punktiem:

A:B(1:0)

A:C(2:0)

A:D(3:0)

B:C(0:0)

B:D(0:0)

C:D(0:0)

Komanda | Vartu starpiba | Punkti

A +6 9
B -1 2
C -2 2
D -3 2

Pieradit, ka jebkuriem naturaliem skaitliem n un k iespéjams pakapi n¥ izteikt ka n pec kartas
nemtu nepara skaitju summu.

Atrisinajums:

n pec kartas nemti nepara skait)i veido aritmetisko progresiju a,a+2,a+4,... a+2(n—1),
kuras summu aprekina pec formulas (a+ a4+ 2(n—1))n/2. Lai atrastu a, risinam vienadojumu

nk=(a+a+2(n—1))n/2

" l=a+n-1

a=n"1-n+1

Atliek parbaudtt, vai a ir nepara. Ja k — 1 > 1, tad n*~1 un n paritate sakrit, idz ar to
starpiba ir para skaitlis. Pieskaitot 1, iegustam nepara skaitli a. Ja k —1 =0, t.i. k =1, tad
nk=1 = n® = 1. Ja n ir nepara, tad pamatojam ka ieprieks. Ja n ir para, tad ieglistam, ka
atrisinajums ir a=1— n+ 1, para skaitlis.

Tatad pakapi n iespéjams izteikt ka n pec kartas nemtu nepara skaitju summu tad, ja k > 1
vai ar1, ja k =1 un n ir nepara. Atlikusaja gadijuma (k = 1, n para) tas nav iespejams.

BMX velosipeda priekSejam zobratam ir 44 zobi, aizmugurejam 16. Attalums starp zobratu asim
(centriem) ir 13 collas. Kedei katrs posms ir 1/2 collu gars. Cik posmu garu kedi vajag, lai ta
butu precizi nospriegota? Padoms: cos(80°) = 0.174, sin(80°) = 0.985.

Atrisinajums:




11.

12.

13.

14.

Katrs zobs atbilst vienam kedes posmam, tatad zobratu apkartmeri ir attiecigi 22" un 8", un
to radiusi R = 11/m un r = 4/w. ED ir pieskare abam rinka [inijam, tade| radiusi AE un DC
ir tai perpendikulari. Novelkam AB paralelu ED, iegustot taisnsturi ABDE. AABC ir taisn-
lenka, ar hipotentizu AC garuma 13". Katete BC ir garuma R — r = 7/7 ~ 2.23. Sauksim
ZACB par . Tad cos(a) = BC/AC ~ 0.17, un no padoma secinam, ka o =~ 80°. Seko, ka
ED = AB = AC -sin(a) ~ 12.8. Atliek izrekinat kedes arejo loku garumus. Ta ka to lenkiskie
izmeéri ir 200° un 160°, iegustam 22 - 200°/360° = 12.2 un 8 -200°/360° = 3.6. Tatad kedes
kopgjais garums ir vismaz 2-12.8 + 12.2 + 3.6 = 41.4 collas. Ta ka katra posma garums ir 0.5
collas, vajadzes 83 posmus.

Pieradit, ka vienadojumam 4x° — 5y? = 12 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skait]i.
Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 5.

Atrisinajums:

12 dalot ar 5, atlikums ir 2. Tadam pasam jabit kreisaja vienadojuma puse. Ta ka 5y2 dalas

ar 5, apskatam iespgjamos 4x2 atlikumus. Ja x atlikums ir 0,1,2,3 vai 4, tad 4x? atlikums ir

attiecigi 0, 4, 1, 1, 4. Tatad nav iespejams, ka kreisaja puse atlikums dalot ar 5 ir 2, lidz ar to

neeksiste atrisinajums veselos skaitos.

Cik ir tadu Cetrciparu skaitju, kuru pieraksta ir izmantoti tiesi 2 dazadi cipari?

Atrisinajums:

Pienemsim, ka mekletais Cetrciparu skaitlis sastav no cipariem a un b, kur a ir pirmais cipars
Cetrciparu skaitl. Ciparu a més varam izveleties 9 variantos (1-9), savukart b varesim izveleties 9
variantos (visi 10 cipari, iznemot jau 1. poZicija izveleto). Tatad 9-9 = 81 varianti. Apskatisim,
cik variantos varesim izveidot Cetrciparu skaitli no izveletajiem cipariem a un b. Pirmaja poZicija
vares but tikai a, savukart nakamajas trijas pozicijas a vai b - kopa 2-2 -2 varianti. Janem vera,
ka Sie varianti ieklauj ari skaitli aaaa, kur§ neatbilst nosacijumiem. Tatad cetrciparu skaitli no
diviem dazadiem cipariem varam izveidot 9-9-(2-2-2 — 1) = 567 veidos.

Martinam Gardneram oktobrT atzimgja 100. gadadienu. 13+4+23+33+43 = 100 = (1+2+3+4)2.
Vai vienadiba 13 +23 + ...+ n® = (1+2+ ...+ n)? ir patiesa visiem naturaliem n?
Atrisinajums:

Atrisinajumam izmantosim matematiskas indukcijas principu. Ar A(k) apziméesim vienadibu

PB4+ +k3=0+2+...+k)?>

Indukcijas baze. A(1) ir patiess, jo 13 =1 = 12,
Induktiva pareja. Parliecinasimies, ka A(k + 1) ir patiess, ja A(k) ir patiess.
Risinajuma izmantosim vienadibu 1 +2+ ... +n=n(n+1)/2.

(1424 . +k+k+1D))2=(Q+2+... +k+(k+1)?=

=142+ +kP+H20+2+.. +K)(k+1)+(k+1)2 =

:(1+2+...+k)2+2-k(k;l)-(k+1)+(k+1)2:

=(1+2+. k) H+kk+1)22+(k+1)2=
=(1+2+... +kP+(k+1)3=
=13 4+2° 4+ .+ K+ (k+1)° kb

Grins un Tao pieradija, ka jebkuram naturalam n eksisté aritmetiska progresija garuma n, kura
sastav tikai no pirmskaitjiem. Pieradit, ka neeksiste bezgaligi gara 5ada aritmetiska progresija.



15.

Atrisinajums:

Ja aritmetiskas progresijas pirmais loceklis ir a1 = p un solis ir d, tad k-to locekli iegust pec
formulas ax = p+d(k—1). Ja apskatam p+ 1-mo locekli, ieglistam ap+1 = p+d(p+1—-1) =
(d 4+ 1)p, tatad tas nevar but pirmskaitlis (jo tas dalas ar pirmskaitli p un ar d +1 > 1). Tade
Sis pirmskaitju aritmétiskas progresijas garums nevar biit lielaks par p. Sis uzdevums parada, ka
matematika jedzieniem “neierobezoti gars” un “bezgaligs” ir butiski atSkirigas nozimes.

Pieci draugi lido uz Maroku ar lidmasinu, kura ir 16 rindas un katra rinda ir 5 sedvietas, turklat
visas no tam ir aizpilditas. Ta ka vini lido ar lidsabiedribu Rajaneir, vini nevar izveleties, kur sedet,
tadel vinu sedvietas ir patvaligi izkaisitas pa lidmasinu. Katrs no draugiem var vairakkart sarunat
apmainities vietam ar pa kreisi, pa labi, priek3a vai aizmugure sedoSo pasazieri (ja starp divam
sedvietam ir lidmasinas eja, tad uzskatam, ka tas atrodas blakus). Kads ir mazakais parsesanos
skaits, pie kura vienmer, neatkarigi no sakotneja draugu sedvietu sadaljuma pa lidmasinu, kadi
divi no viniem spes apsesties viens otram blakus?

Atrisinajums:

Lidmasinas sédvietu planu varam uzskatit par 16 x 5 ritinu tiklu. So tiklu varam sadalit 4
vienados taisnsturos ar izmeriem 4 x 5. Tad, zinot, ka lidmasina lido 5 draugi, bus skaidrs -
kada no taisnsturiem bus apseduSies vismaz 2 draugi. Tade| parseSanos skaits, kas bus ne-
pieciesams, lai no &I taisnstura kadi 2 draugi nonaktu viens otram blakus, bus ne vairak ka 6
parsesanas: (taisntuira platums — 1) + (taisntura augstums — 1) — 1 =3+4 — 1 = 6. Attiecigi
mazakais parsesanos skaits, lai 2 kadi draugi sedetu blakus, nevares but lielaks par 6. Atliek
uzradit situaciju, kura nepiecieSsamas vismaz 6 parseSanas - skat. shematisku attelojumu zemak.

X X

X X X

X - draugu sédvietas



O anverta kopa 2014

Komandu olimpiade matematika

11. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Matematikiem, gatavojot olimpiadi, bija jaizdoma 36 uzdevumi. Vini izdomaja par vienu uzde-
vumu diena mazak neka sakotngji planots, tadejadi iekavejot noteikto terminu par 6 dienam. Cik
dienas vini sakotngji bija planojusi stradat?

Atrisinajums:
Sastadam un atrisinam vienadojumu ar mainigo k, kas apzimeé planoto uzdevumu skaitu diena.

36/k +6=236/(k—1)
36(k — 1) + 6k(k — 1) = 36k
6k — 6k —36 =0
k2 —k—6=0
ke {—2,3}.

Ta ka negativs uzdevumu skaits neder, bija planots izdomat 3 uzdevumus diena. Attiecigi atbilde
ir, ka bija planots stradat 36/3 = 12 dienas. Varam parbaudit, ka slinkuma de| beigas sanaca
stradat 36/2 = 18 dienas, par 6 vairak neka planots.

2. Saeimas velesanas Rigas velesanu apgabala ievelami 29 deputati. Piecu procentu barjeru parvare-
jusas partijas ieguva $adus balsu skaitus: SC 64971; PCTVL 27308; ZZS 25851; LPP/LC 22223;
TP 35813; JL 46813; TB/LLNK 21488. Aprekiniet, cik mandatus Rigas apgabala ieguva katra
partija, atbilstosi veleSanu likuma 38. pantam.

Velesanu likuma 38. pants atrodams pielikuma.

Atrisinajums:

Sekojot velesanu likuma 38. panta instrukcijam, dalam iegutos balsu skaitus katrai partijai ar
nepara skaitliem 1, 3, 5 utt. legutie daljjumi (noapajoti) ir tabula zemak. lekrasojam trekna
drukna lielakos dafjums, lidz esam iekrasojusi kopuma 29 skaitjus. Mazakais no tiem ir 4298.
Visi neiekrasotie skait)i ir mazaki. lzskaitam treknos skaitjus, lai iegutu atbilstoSos mandatu
skaitus; rezultati ir tabulas pedeja kolonna.

1 3 5 7 9 11 13 15 17
SC 64971 21657 12994 9282 7219 5906 4998 4331 3822 |8
PCTVL 27308 9103 5462 3901 3034 2483 2101 1821 1606 |3
775 25851 8617 5170 3693 2872 2350 1989 1723 1521 |3
LPP/LC 22223 7408 4445 3175 2469 2020 1709 1482 1307 | 3
TP 35813 11938 7163 5116 3979 3256 2755 2388 2107 |4
JL 46813 15604 9363 6688 5201 4256 3601 3121 2754 |5
TB/LLNK | 21488 7163 4298 3070 2383 1953 1653 1433 1264 |3

Piebilde. Sie skait)i atbilst 9. Saeimas velgganam.

3. Septini rukisi registrejas Tviterm un dazi saka sekot citiem (tikai sava starpa). Paris (a, b) apzime
kada rukisa sekotaju skaitu a un izsekoto skaitu b. Vai var gadities, ka vienlaicigi septiniem
rukisiem Sie pari ir

a) (1,6), (2,6), (2,2), (3.1), (3,0), (3.2), (3,0) ?



b) (5,5), (2,1), (0,4), (3,3), (2,6), (4,2), (6,1) 7
Atrisinajums:
a) Ja, ir iespejams, piemeram, ka attélots tabula (ar + atZimeéts, kur$ rukitis seko kuram):

kam

1 2 3 4 5 6 7/|ck

1 + + + + 4+ + 6

2 + + 4+ + + + 6

0 3 + + 2
< 4 + 1
5 0

6 + + | 2

7 0
ck|1 2 2 3 3 3 3|17

b) Ne&, nevar gadities, ka piektais rukitis seko visiem seSiem pargjiem, tacu treSajam nav
sekotaju.

4. Friziere augusta piedavaja matu griezumu par 1pasu cenu (8.23€), jo “2014. gada augusts ir
vienigais tava dzive, kura bus 5 piektdienas, 5 sestdienas un 5 svetdienas! Pedegjo reizi tas bija
1191. gada, nakamreiz bus 2837. gada; reizi 823 gados $is fenomens!” Vai (un kapec) vinai ir
taisniba? Ja ne, izskaidro, cik biezi patiesiba notiek $ads fenomens!

Atrisinajums:

Tas gadas tiesi tajos gados, kad 1. augusts ir piektdiena. Parasta gada ir 365 dienas, tatad 52
nedejas un 1 diena. Nakamgad ir parasts gads, un 1. augusts bus sestdiena un ta katru gadu
pa vienai dienai klat. Garaja gada ir 366 dienas, tatad taja 1. augusts bus par divam ned€las
dienam velak neka iepriekseja. Katrs ceturtais gads ir garais (iznemot, ja gadskaitlis dalas ar
100, bet ne 400 - bet S0 gadijumu ignoresim). Nakamais garais gads ir 2016. Tatad, sakot ar
2014. gadu, 1. augusts iekritis $adas dienas:

2014 15| '16 '17 '18 '19| 20 21 22 23| 24 '25 '26 27

o o Pk Se | Pr Ot Tr Ce| Se Sv Pr Ot| Ce Pk Se Sv
2028 29 30 31| 32 '33 34 '35 | 36 '37 '38 39| 40 '41 42
Ot Tr Ce Pk | Sv Pr Ot Tr | Pk Se Sv Pr | Tr Ce Pk

(garie gadi kursiva, piektdienas trekna druka). 2042. gada 1. augusts atkal ir piektdiena, turklat
pec diviem gadiem seko garais gads, tatad identisks 28 gadu cikls sakas no jauna. Redzam, ka
“fenomens” atkartojas ritma ik pa 11-6-5-6 gadiem, un musu dzive bus vel daudz $adu augustu.

5. Martinam bija 60 vestuju papira lapas. Marta gribeja sanemt vestules biezak un dazas no vestu)u
papira lapam sagrieza 4 dajas un vismaz vienu 12 daJas. Martins lapas tergja uzmanigi un uz
katras lapas rakstija pa vienai vestulei. Marta sanema 102 vestules no Martina. Cik papira lapas
sagrieza Marta?

Atrisinajums:

Sagriezot lapu 4 da)as, kopgjais lapu skaits pieaug par 3. Sagriezot lapu 12 da)as, kopgjais lapu
skaits pieaug par 11. Lapu skaits ir pieaudzis par 42, tatad 3x + 11y = 42, kur x - lapu skaits,
kas tika sagriezts 4 daas; y - lapu skaits, kas tika sagriezts 12 dajas. No ta, ka 3x un 42 dalas
ar 3, secinam, ka art 11y jadalas ar 3, un attiecigi y jadalas ar 3. Vieniga atbilstosa y vertiba
ir3 (Jay > 6, tad 11y > 42). Varam aprekinat art x = (42 — 33)/3 = 3. Tatad kopa tika
sagrieztas 6 lapas - 3 no tam 4 dajas un 3 no tam 12 dalas.

6. Capital One (CO) akcijas pirms gada maksaja 30$. Birza par 3.25% vareja nopirkt loterijas bileti
(t.s. opciju), kas pec gada izmaksatu laimestu x — 40$ gadijuma, ja CO akcijas taja bridi maksa



x dolarus, un x ir vairak neka 40%. Cornwall Capital Management par 26'000% iegadajas daudz
$adu opciju un pec gada sanema laimestu 480'000%. Cik taja bridi maksaja CO akcijas?
Atrisinajums:

CCM nopirka 26'000/3.25=8'000 opcijas. Tatad laimests katrai opcijai bija 480'000/8'000=60%.
Tatad CO akciju vertiba bija pieaugusi lidz 40+60=100 dolariem.

. Edgars ar Olgu bija sesu dienu ilga velobrauciena Toskana. Pirmaja diena vini nobrauca par 3km
vairak neka otraja. TreSaja diena - divreiz vairak neka ceturtaja, tacu videji tikpat, cik pirmaja.
Pirmaja un piektaja diena kopa sanaca 100km - tikpat, cik saskaitot treSaja un sestaja diena
nobraukto. Cik kilometrus vini nobrauca katra no dienam, ja kopuma odometrs radija 277km?
Atrisinajums:

Apzimejam 1.-6. diena nobrauktos km ar a, b, ¢, d, e, f un sastadam vienadojumu sistemu:

;

a=b+3 b=a-3
c=2d c=2d
c+d=2a 3d =2a
=
a+e=100 e=100— a
c+f =100 f =100 — 2d
at+b+c+d+e+f =277 at+a—34+2d+d+100—a+100—2d =277

Nemam treSo rindu un vienkarSojam pedejo, lai atrastu a un d, un no tiem - parejos mainigos:

3d =2a
= 3B80—a)=2a = a=48,b=45c=64,d=32,e=52,f=36.
a+d=280

Sie arT attiecigi ir nobrauktie attalumi katra no dienam.

. Kads ir lielakais punktu skaits FIFA futbola Pasaules kausa finalturnira grupu posma, ar kadu
komanda var nekvalificeties izslegSanas spelu kartai? Kads ir mazakais punktu skaits, ar kuru
komanda var kvalificeties?

Informacija par turnira norisi atrodama pielikuma.

Atrisinajums:

Lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegsanas speju kartai. Apskatisim, kapec
7 punkti nav atbilde Sim jautajumam. Grupu posma katras grupas ietvaros tiek izspeletas 6
speles. Maksimalais punktu skaits, ko var iegut katra spele ir 3, tatad kopa - 18. Lai komanda
nekvalificetos, tai grupa japaliek 3. vai 4. vieta. Ja komandai 3. vai 4. vieta ir 7 punkti, tad
komandam pirmajas divas vietas art ir jabut vismaz 7 punktiem. Tatad Sim trim komandam
kopa ir jabut vismaz 21 punktam. Tacu kopa maksimalais punktu skaits, ko var nopelnit, ir 18.
legustam pretrunu, kas nozime, ka lielakais punktu skaits, ar kuru var nekvalificeties izslegSanas
spelu kartai, ir mazaks neka 7.

Apskatisim grupu, kura komanda nekvalificgjas nakamajam posmam, lai gan ir ieguvusi 6 punktus.
Grupa ir komandas A, B, C un D. Speju rezulati ir sekojosi:

A:B(1:0)
A:C(0:1)
A:D(3:0)
B:C(1:0)
B:D(2:0)
C:D(1:0)

Tabula redzams, ka komanda C ar 6 punktiem nekvalificejas nakamajam posmam.
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11.

Komanda | Vartu starpiba | Punkti
A +3 6
B +2 6
C +1 6
D -6 0

Mazakais punktu skaits, ar kuru komanda var kvalificeties. Ar 1 punktu grupu turnira komandai
nav iespejams kvalificeties nakamajam posmam. Katra komanda izspele 3 speles. Ja komanda
ir sanemusi tikai 1 punktu, tas nozime, ka ta 2 speles ir zaudejusi, tatad ir vismaz 2 komandas
ar vismaz 3 punktiem.

Komanda var kvalificeties nakamajam posmam ar 2 punktiem. Piemeram, $ada gadijuma, kad
kvalificejas komanda B ar 2 punktiem:

A:B(1:0)

A:C(2:0)

A:D(3:0)

B:C(0:0)

B:D(0:0)

C:D(0:0)

Komanda | Vartu starpiba | Punkti

A +6 9
B -1 2
C -2 2
D -3 2

Pieradit, ka jebkuriem naturaliem skaitliem n un k iespéjams pakapi n¥ izteikt ka n pec kartas
nemtu nepara skaitju summu.

Atrisinajums:

n pec kartas nemti nepara skait)i veido aritmetisko progresiju a,a+2,a+4,... a+2(n—1),
kuras summu aprekina pec formulas (a+ a4+ 2(n—1))n/2. Lai atrastu a, risinam vienadojumu

nk=(a+a+2(n—1))n/2
n =a+n-—1

a=n"1-n+1

Atliek parbaudtt, vai a ir nepara. Ja k — 1 > 1, tad n*~1 un n paritate sakrit, idz ar to
starpiba ir para skaitlis. Pieskaitot 1, iegustam nepara skaitli a. Ja k —1 =0, t.i. k =1, tad
nk=1 = n® = 1. Ja n ir nepara, tad pamatojam ka ieprieks. Ja n ir para, tad ieglistam, ka
atrisinajums ir a=1— n+ 1, para skaitlis.

Tatad pakapi n iespéjams izteikt ka n pec kartas nemtu nepara skaitju summu tad, ja k > 1

vai ar1, ja k =1 un n ir nepara. Atlikusaja gadijuma (k = 1, n para) tas nav iespejams.

Pieradit, ka vienadojumam 4x? — 5y? = 12 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skait]i.
Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 5.

Atrisinajums:

12 dalot ar 5, atlikums ir 2. Tadam pa$am jabut kreisaja vienadojuma pusé. Ta ka 5y? dalas

ar 5, apskatam iespéjamos 4x? atlikumus. Ja x atlikums ir 0,1,2,3 vai 4, tad 4x? atlikums ir

attiecigi 0, 4, 1, 1, 4. Tatad nav iespgjams, ka kreisaja puse atlikums dalot ar 5 ir 2, idz ar to

neeksiste atrisinajums veselos skaitjos.

Cik ir tadu cCetrciparu skaitJu, kuru pieraksta ir izmantoti tieSi 2 dazadi cipari?
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Atrisinajums:

Pienemsim, ka mekletais Cetrciparu skaitlis sastav no cipariem a un b, kur a ir pirmais cipars
Cetrciparu skaitli. Ciparu a més varam izveleties 9 variantos (1-9), savukart b varesim izveleties 9
variantos (visi 10 cipari, iznemot jau 1. pozicija izveleto). Tatad 9-9 = 81 varianti. Apskatisim,
cik variantos varesim izveidot Cetrciparu skaitli no izveletajiem cipariem a un b. Pirmaja pozicija
vares but tikai a, savukart nakamajas trijas pozicijas a vai b - kopa 2-2 -2 varianti. Janem vera,
ka Sie varianti iekjauj arT skaitli aaaa, kurS neatbilst nosacijumiem. Tatad Cetrciparu skaitli no
diviem dazadiem cipariem varam izveidot 9-9-(2-2-2 — 1) = 567 veidos.

Martinam Gardneram oktobrT atzimgja 100. gadadienu. 13423433443 = 100 = (14+2+3+4)2.
Vai vienadiba 13+ 23 + ...+ n3 = (1 +2+ ...+ n)? ir patiesa visiem naturaliem n?
Atrisinajums:

Atrisinajumam izmantosim matematiskas indukcijas principu. Ar A(k) apzimesim vienadibu

B4+ +k3=1+2+...+k?>

Indukcijas baze. A(1) ir patiess, jo 13 =1 = 12,
Induktiva pareja. Parliecinasimies, ka A(k + 1) ir patiess, ja A(k) ir patiess.
Risinajuma izmantosim vienadibu 1 +2+ ... +n=n(n+1)/2.

(1424 +k+k+1))?=(Q+2+... +k)+(k+1)2%=

=(1+2+.  +kPH20 42+ +k)(k+1)+(k+1)2 =

-k(k;1)~(k+1)+(k+1)2:

=(1+2+.. .+ k)PP +k(k+1)2>+(k+1)*=
=(1+2+.. . +k?P+(k+1)3=
=13 4254+ + K+ (k+1)3 kb

=142+ ... +k3?+2

BMX velosipeda priekSgjam zobratam ir 44 zobi, aizmugurejam 16. Attalums starp zobratu asim
(centriem) ir 13 collas. Kedei katrs posms ir 1/2 collu gars. Cik posmu garu kedi vajag, lai ta
butu precizi nospriegota?
a ‘ 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°  90°
cos(a) | 1 0985 0.940 0.866 0.766 0.643 0500 0.342 0.174 O
sin() | 0 0.174 0.342 0500 0.643 0.766 0.866 0.940 0985 1
Atrisinajums:

Katrs zobs atbilst vienam kedes posmam, tatad zobratu apkartmeri ir attiecigi 22" un 8", un
to radiusi R = 11/m un r = 4/w. ED ir pieskare abam rinka [inijam, tade| radiusi AE un DC
ir tai perpendikulari. Novelkam AB paralelu ED, iegustot taisnsturi ABDE. AABC ir taisn-
lenka, ar hipotentzu AC garuma 13". Katete BC ir garuma R — r = 7/m ~ 2.23. Sauksim
ZACB par a. Tad cos(a) = BC/AC = 0.17, un no tabulas nolasam, ka a ~ 80°. Seko, ka
ED = AB = AC -sin(a) ~ 12.8. Atliek izrekinat kedes arejo loku garumus. Ta ka to lenkiskie
izmeri ir 200° un 160°, iegustam 22 - 200°/360° = 12.2 un 8 - 200°/360° = 3.6. Tatad kedes
kopgjais garums ir vismaz 2-12.8 + 12.2 + 3.6 = 41.4 collas. Ta ka katra posma garums ir 0.5
collas, vajadzes 83 posmus.
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Par Ferma skait]iem sauksim visus skaitjus, kurus var uzrakstit forma F, = 2@ 4+ 1, kur nir
nenegativs vesels skaitlis. Pieradiet, ka, sakot ar n > 2, visiem Ferma skaitliem pedgjais cipars
ir7.

Atrisinajums:

Vispirms atradisim sakaribu starp Fpy1 un Fpn. levérojam, ka (227)2 = 2" Atliek tikai tikt
gala ar +1 daju, un meés iegustam Fpy1 = (Fy — 1)2 + 1. Tagad izmantosim indukcijas principu
Indukcijas baze. F» 1pasiba izpildas, jo 2(2%) 41 = 17. Induktiva pareja. Pieradisim, ka Fpi1
Tpasiba izpildas, ja Fj, ta izpildas. Zinot, ka F,, pedgjais cipars ir 7, iegustam, ka (F, —1) pedgjais
ciparsir 6 un (F,—1)? arTir 6, un galu gala (F, — 1)+ 1 pédgjais cipars ir 7. Tagad, izmantojot
ieprieks ieguto sakaribu Fpy1 = (Fp — 1)2 + 1, secinam, ka art Fn4+1 pedejais cipars ir 7, k.b.j.
Piebilde. lespgjams risinajums ari ieverojot, ka 22" = 24k = 16¥, kur k = 272 (vesels skaitlis,
ja n>2). Jebkurai 16 pakapei pedgjais cipars ir 6 (vienkarsa indukcija). Pieskaitot 1, iegtistam
pedejo ciparu 7.

Majai ir vienas ardurvis, un tas istabas ir savienotas ar durvim. Visas istabas iespejams noklut,
bet nav iespgjams iziet pa apli - pa kuram durvim ieiet, pa tam pec tam bus janak atpakal.
Pieradit, ka durvju skaits ir vienads ar istabu skaitu.

Atrisinajums:

Pieradisim ar matematisko indukciju, ka visiem n izpildas: majai ar n istabam arr durvju skaits
ir n. Indukcijas baze: ja maja ir tikai viena istaba n = 1, tad arT durvju skaits ir n = 1 (tikai
ardurvis). Induktiva pareja: pienemam, ka pasiba izpildas kadam n > 1 un apskatam maju ar
n+ 1 istabu. lesim maja ieksa, un turpinasim iet visu laiku cauri jaunam durvim, kamer tas vairs
nav iespejams. Nevar gadities, ka esam atgriezusies istaba, kura jau bijam, jo uzdevuma dots, ka
pa apli iziet nav iespejams. Tatad esam nonakusi istaba, kurai ir tikai vienas durvis. Ja mes So
istabu nojauktu un tas durvis aizmuretu, tad paliktu maja ar n istabam, kura joprojam atbilstu
uzdevuma aprakstam. Tatad pec indukcijas pienemuma taja ir n durvis. Attiecigi, pieskaitot
pedejo istabu ar vienam durvim, esam pieradijusi, ka art n + 1 istabu majai ir n + 1 durvis, un
induktivais pieradijums ir pabeigts.

Piebilde. Ja apzZim&jam istabas ar punktiem (virsotnem) un durvis ar linijam (Skautném), kas
tos savieno, iegustam grafu. Grafu teorija Sadu savienotu grafu bez cikliem sauc par koku. Ja
neskaitam ardurvis (kuram otra pusé nav istaba), tad esam pieradijusi, ka kokam ar n virsotnem
ir n — 1 skautne.



