O atverta kopa 2015

Komandu olimpiade matematika

9. klases uzdevumi un atrisinajumi

1. Olga velas uz 2 gadiem abonet mobilos sakarus. Cablecom piedava SIM karti par 49 frankiem
un ikmenesa maksu 29 Fr. Identiskam planam Salt piedava SIM par 1 Fr, menesa maksu 35 Fr,
un pieslegdanas bonusu 100 Fr (atvilkts no pirmajiem rekiniem). Kur$ piedavajums ir izdevigaks?

Atrisinajums:

Aprekinasim kopgjas izmaksas pirmo divu gadu laika (24 ménesi). Ar Cablecom: 49 429 -24 =
745. Ar Salt: 1435-24—100 = 741. Tatad Salt ir nedaudz izdevigaks. (Ta ka procentu likmes
Sobrid ir tuvu nullei, naudas plusmas diskontésanu neveicam.) Var rekinat ari netiesi, balsoties
uz starpibam: Cablecom—Salt=49 — (1 — 100) + 24 - (29 — 35) = 148 — 144 = 4.,

2. Andis un Edgars ir ieradusies uz ikgadejo talku. Vinu uzdevums ir pa vienai parnest uz citu
vietu 16 lielas un 10 mazas kastes. Tabula noradits, cik laika katram no puiSiem vajag, lai
parvietotu katra veida kasti. Kads ir atrakais laiks, kura Andis un Edgars var pabeigt viniem
uzticeto uzdevumu?

Andis Edgars
Liela kaste 6 mintutes 5 minutes
Maza kaste 2 mintutes 3 minutes

Atrisinajums:

Andis atrak nes mazas kastes, bet Edgars - lielas. Ja Andis aiznesis visas mazas kastes, tad uz
to aiziet pirmas 10-2 = 20min, Edgars tikmer aiznesis 4 lielas kastes. Vel atliek 12 lielas kastes,
no kuram nakamajas 30 minutés E aiznesis 6, bet A 5. Pedgjo kasti aiznes Edgars, un 3aja
varianta kopuma paiet 55 minutes.

Ja Andis aiznes 9 mazas kastes, tad uz to aiziet pirmas 9 - 2 = 18min, Edgars tikmer aiznesis
vienu mazo un 3 lielas kastes (1-3+3-5 = 18). Atliek 13 lielas kastes, no kuram E 35min aiznesis
7 un A 36min aiznesis 6. Saja varianta kopuma paiet 54 miniites. Sis ari ir labakais risinajums
- jo, palielinot mazo kastu skaitu, ko nes Edgars, vinam butu jasamazina lielo kastu skaits (lai
iegltu mazaku laiku neka 54min), tatad Andis nestu vairak lielas. Pasreizgja risinajuma Anda
un Edgara neSanas laiku summa ir 53 4+ 54 = 107. Katra papildu maza kaste, ko nestu Edgars
nevis Andis, palielinatu So summu par 1, tapat arr katra papildu liela kaste, ko nestu Andis nevis
Edgars. Tatad kopsumma butu vismaz 109, lidz ar to lielakais starp Edgara un Anda laikiem
butu vismaz 109/2 > 54min.

3. Edgars izveidoja 100m garu velotrasi meza un velejas to noklat ar Skembam, lai neveidotos dubli.
Cik kubikmetru skembu vajadzetu iegadaties? Veikt un izskaidrot nepiecieSamos pienemumus!

Atrisinajums:
Pienemsim, ka trase ir 50cm plata un velamies to noklat 10cm dzila karta. Parveidojot vienibas
metros, ieglistam, ka nepiecie$ami 100-0.5-0.1 = 5 m3 gkembu.

4. Atrodiet ciparus a, b, c t3, lai abc = al + b! + c!.
Zinasanai: Naturalam n, nl=n-(n—1)-...-2-1, bet 0! = 1.
abc apzimé skaitli, ko veido cipari a, b, ¢ noraditaja seciba.
Pieméram, jaa=1, b=2, ¢ = 3, tad abc = 123.



Atrisinajums:
a=1b=4, c=5.

. Rigas Satiksme ir izsludinajusi iepirkumu 20 jaunu zemas gridas tramvaju iegadei. Orientejosa
iepirkuma summa ir 70 miljoni eiro. lepirkuma procedura paredz, ka uzvaretajam jasarazo un
japiegada 15 tris sekciju un 5 Cetru sekciju zemas gridas tramvaji. Cik maksatu divu sekciju
tramvajs, ja pienem, ka sekcijas tramvaja galos ir par 125 tukstoSiem dargakas neka vidu?
Atrisinajums:

Apzimesim ar x gala sekcijas cenu, un ar y vidussekcijas cenu. Tad doto varam izteikt ar
vienadibam x = y + 0.125 un

15(2x +y) + 5(2x +2y) =70

40x 4+ 25y =70
40(y +0.125) + 25y =70
65y +5=70.

Tatad y =1 un x = 1.125. Seko, ka divu sekciju tramvajs maksatu 2x = 2.25 miljonus eiro.

. Sanaksme piedalas 30 dalibnieki. Katram no viniem ir portativais dators ar pilniba uzladetu
bateriju, kura var izturet 4 stundas bez ladesanas (neatkarigi no darbibam, kas tiek veiktas
datora), un datora ladetajs. Sanaksmes telpa ir 3 elektribas rozetes. Vai sanaksme var ilgt divas
pilnas diennaktis, lai nevienam darbiniekam neizladetos dators, ja zinams, ka bateriju no pilnigi
tuksas fidz pilnai var uzladet pusstunda (pat tad, ja tas tiek lietots), turklat ta ladgjas vienmerigi?
Pienemam, ka ladetaju parslegsana laiku neaiznem.

Atrisinajums:

Merisim kopegjo atlikuso energijas daudzumu “baterijas”. leverosim, ka 4 stundu laika no 3 ro-
zetem var uzladet ne vairak ka 3-4/0.5 = 24 baterijas. Savukart 4 stundu laika izladesies vismaz
27 baterijas (neskaitot tris, kas pieslegtas rozetem un neladejas ara). Tatad katras 4 stundas
atlikusr energija samazinasies par vismaz 3 bateriju tiesu. Nemot vera, ka no sakuma mums ir
30 pilniba uzladetas baterijas un katras 4 stundas zaudejam vismaz 3 bateriju tiesu, tad ne velak
ka pec (30/3) - 4 = 40 stundam visas baterijas bus tuk$as. Tatad 2 pilnas diennaktis (48h)
sanaksme nevaretu notikt.

. Dota ciparu virkne 1234468..., kura katrs nakamais cipars ir pedejais cipars no skaitla, kurs
ieguts, reizinot iepriekSgjos 4 ciparus. Atrodiet is virknes 2015. ciparu!

Atrisinajums:

Paturpinot doto virkni, ieglistam 12344688646284468... leverojam, ka no 14. cipara atkartojas
4 ciparu rinda 4468, kura bija jau sakuma no 4. lidz 7. ciparam. Ta ka katru nakamo ciparu
nosaka tikai un vienigi ieprieksejie 4, tad pec Siem 4 cipariem sekos tadi paSi ka pec tiem, kas ir
rindas sakuma, un veidosies 10 ciparu periods. Tatad, sakot ar ceturto ciparu, veidojas 10 ciparu
periods, un 2015. cipars bus otrais $aja perioda (2015 — 3 — 201 - 10 = 2). Atbilde ir cipars “4".

. Kuram naturalam skaitlim zem 1000 ir visvairak naturalu dalitaju? Aprakstiet, ka atradat So
skaitli. Soreiz nav nepieciesams pieradit, ka atrasts labakais iespgjamais skaitlis.

Atrisinajums:

Skaitlim 840 ir 32 dalitaji. Dalitaju skaitu var aprekinat, izsakot doto skaitli pirmreizinatajos.
Pieméram, 840 = 23.3.5.7. Ta dalitajiem ir tie padi pirmreizinataji, iespejams, zemakas
pakapes (art nultaja pakape). Tatad dalitaju skaitsir 4-2-2-2 = 32,

. Dota taisne t, kas plakni sadala divas dalas, un divi punkti, kas abi atrodas viena plaknes dala

un neatrodas uz taisnes t. Atrodiet 1sako ceJu starp abiem punktiem ta, lai tas iek|Jautu arr kadu
taisnes t punktu.



10.
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Atrisinajums:

Apskatam punktus A un B, ka art B’, kas ir simetrisks punktam B pret doto taisni t. Zinams,
ka Tsakais ceJ$ starp diviem punktiem ir nogrieznis. Apskatisim celu caur brivi izveletu punktu
C uz taisnes t. Pec simetrijas redzams, ka AC + CB = AC + CB’. Ja C nesakrit ar D (AB’
krustpunkts ar taisni t), tad péc trijstiira nevienadibas redzams, ka AC + CB = AC + CB’ >
AB' = AD + DB’ = AD + DB. Tatad 1sakais uzdevuma prasitais cel$ ir AD + DB.

B'
I
,

Kads ir lielakais naturalais skaitlis, ar kuru dalas jebkuru divu dazadu nepara skaitju (kas lielaki
par 9) kvadratu starpiba?

Atrisinajums:

Pieradisim, ka jebkuru divu dazadu nepara skaitju kvadratu starpiba dalas ar 8. Apzimesim divus
brivi izveletus nepara skaitjus ar 2m+1 un 2n+1 (m,n - naturali). Tad to kvadratu starpiba bus
(2m+1)2=(2n+1)?> = (2m+1)—2n+1))((2m+1)+(2n+1)) = (2m—2n)(2m+2n+2) =
4(m—n)(m+ n+1). leverosim, ka skaitliem (m —n) un (m+ n+ 1) ir atskiriga paritate, t.i.,
viens no tiem ir para skaitlis, bet otrs nepara, tade] to reizinajums dalisies ar divi un attiecigi
4(m —n)(m+ n+ 1) dalisies ar 8.

Uzradisim, ka ar lielaku skaitli par 8 tad jebkuru divu dazadu nepara skaitju kvadratu starpiba
nedalisies. leverosim, ka 152 — 112 = 104 = 8- 13. Tatad $o skaitlu kvadratu starpibas
dalitaji, kuri bus lielaki par 8, noteikti daflisies ar 13. Lai kads no Siem dalitajiem atbilstu uzde-
vuma nosacijumiem, arl parejo nepara skaitJa kvadratu starpibam vajadzetu dalities ar 13, bet
13%2 — 112 = 48 = 16 - 3, kas nedalas ar 13. Tatad nebis tada dalitaja, kas lielaks par 8, kurd
daftu jebkuru divu dazadu nepara skaitju, kas lielaki par 9, kvadratu starpibu.

Kadiem veseliem skait]iem a un b izpildas sekojosa vienadiba?
1 a 1

- - S
a + b + ab
Atrisinajums:
Pérveidojam sakotnejo vienadibu
b+a’+1= ab ( )( :
241 —142 _ (a— 1 a+1 +2
b_aal_ a—1 — a—i_l—i_al

Lai b butu vesels, 2Jadalas ar a— 1. Vienigie pozitivie skaitla 2 dalitaji ir 1 un 2, attiecigi a =2
vai a = 3. Aprekinot b, skaitju parim (a, b) ieglstam divus vienadibas atrisinajumus pozitivos
veselos skait]os - (2,5) un (3,5). Ja apskatam ari negativos dalitajus —2 un —1, attiecigi a = —1
vai a = 0. Tacu ta ka izteiksme 1/a nav defineta, ja a = 0, atliek tikai viens risinajums negativos
veselos skaitjos: (a, b) = (=1, —1).

Ciema vidgjais rukisa augums ir Im. Zinams, ka, garaka ruki3a augumu dalot ar 1saka rukisa
augumu, iegustam a. Pieradit, ka visiem rukiSiem augums ir intervala [1/a, a].

Atrisinajums:

ApZimesim Tsaka rukisa augumu ar x un garaka ar y. Skaidrs, ka x < 1 < y (ja visi ir garaki vai
visi ir 1saki par 1m, tad videjais augums nevar but 1m). No dota y/x = a seko, ka y = ax < a
unx =y/a>1/a. Lidzarto 1/a<x <y < a, t.i. visu riKisu augumi ir intervala [1/a, a].
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Pieradit, ka vienadojumam x° — 5xy + y2 = 8 nav atrisinajuma, kur x un y ir veseli skait}i.
Padoms: apskatit atlikumu, dalot ar 3.

Atrisinajums:

Labo vienadojuma pusi dalot ar 3, atlikums ir 2. Tadam pasam jabut kreisaja vienadojuma puse.

Ta ka 3xy dalas ar 3, varam to pieskaitit kreisajai pusei, neizmainot tas atlikumu. legustam

x? — 2xy + y?, ko var izteikt ka (x — y)?, t.i. ka vesela skait)a kvadratu. ST skaitla (x — y)

atlikums var biit 0, 1 vai 2, tad (x — y)? atlikums ir attiecigi 0, 1 vai 1. Tatad nav iesp&jams,

ka kreisaja puse atlikums dalot ar 3 ir 2, idz ar to neeksiste atrisinajums veselos skaitos.

P.S. lespejams ari risinajums, uzrakstot tabula visas iespejamas x un y vertibas, un attiecigas

izteiksmes x2 — 5xy + y? vértibas péc modula 3.

Andis citigi seko lidzi basketbola zvaigznes Andra Biedra soda metienu statistikai. Andis uzskai-
ta precizos Andra soda metienus no visiem vina izdaritajiem soda metieniem. Pec nospeletas
pussezonas Andra raditajs precizajos soda metienos bija zem 50%. Sezonas beigas speletaja
vidgjais raditajs jau bija virs 50%. Vai sezonas laika noteikti bija tads bridis, kad Andris Biedrs
bija realizgjis tiesi 50% no izpilditajiem soda metieniem?

Atrisinajums:

Apskatam trapigo metienu skaitu a un neprecizo metienu skaitu b tieSi pirms ta soda metiena,
kurs pirmo reizi pace| raditaju Nidz 50% vai vairak. Tad a < b, jo pirms &I (trapiga) metiena
raditajs bija a/(a+ b) < 50% = 1/2. Nemot vera, ka a un b ir veseli skaiti, seko arr a+ 1 < b.
Savukart pec i metiena raditajs ir (a+1)/(a+ 1+ b) > 1/2, tatad a+ 1 > b. Secinam, ka
a+ 1 = b, idz ar to pec I metiena precizitates raditajs ir precizi 50%. Tatad atbilde ir - ja,
noteikti bus bridis, kad realizeti tiesi 50% metienu.

Zane un Andis spele krustinus un nullites trijas dimensijas, izmantojot 3 x 3 x 3 kubu, kas sastav
no 27 vienibas (1 x 1 x 1) kubiniem. Speletaji izdara gajienus pamisus. Uzvar tas, kurs pirmais
ka savus atzime tris vienibas kubinus, kuru centri atrodas uz vienas taisnes. Andis, budams labs
draugs, Jauj Zanei speli sakt. Vai Zane, pareizi spelejot, vienmer vares uzvaret? Piedavajiet savu
algoritmu, ka Zanei vienmer uzvaret vai Andim panakt, ka Zane nevar uzvaret.

Atrisinajums:

Zane vienmer var uzvaret. Varam izveidot koordinatu sistemu, kas sastav no platuma, augstu-
ma, dziluma. Pirmaja gajiena Zane izvelas centra kubinu. Ta koordinatas ir (2, 2,2). Neatkarigi
no ta, kuru kubinu izvelas Andis, kubu varam pagriezt ta, lai izveletais kubin$ butu koordinata
(1,1,1), (2,1,1) vai (2,2,1). Zane sava nakamaja gajiena izvelas kubinu (1,1,2). Andim ir
jaizvelas kubins (3, 3, 2), lai nakamaja gajiena nezaudetu. Zane talak izvelas kubinu (2,1,2). Ta
ka nakamaja gajiena Zane var uzvaret izvéloties vai nu kubinu (3,1,2), vai (2,3,2), un Andis
Saja gajiena uzvaret nevar, tad Andis vairs nespej apturet Zanes uzvaru.



