O atverta kopa 2017

Komandu olimpiade matematika
Atrisinajumi 11. klasei

1. Arblza sastava ir 99% tdens, tomér, kad to atstaja saulé uz stundu, dala ddens iztvaikoja, un tagad tikai
98% arbuza ir Gdens. Kadu dalu sakotné&jas masas arbtzs ir zaudégjis?
Risinajums 1:
Pienemsim, ka arbGza masa ir 100 arbdzéni, satsinasim ka 100 az (mérvieniba irizdomata, bet ta, ka mums
interesé tikai masu attiecibas, tad mérvienibas nav tik svarigas). Tatad sakuma ddens sver 99 az un sausais
atlikums sver 1 az. Péc izzdSanas, mums ir 98% 0dens, un tatad 2% sausnes. Sausnes masa nav mainfju-
sies, tatad

2% =1 az

98% = 0dens péc saules

Reizinam Skérsam un ieglistam, ka Gdens péc saules = % = 49 az. Tatad arbdzs tagad sver 49 + 1 =50

az, tatad pazaudéja 50 az, kas atbilst 50% no sakotnéjas masas.
Risinajums 2:

a - arblza kopéja masa

u - odens masa arbdza sakuma

Z - zaudéta odens masa

u 99

i 1OO<:>100u:99a
u—z 98
7G_Z:m@100u—1002:980—98z

100u—-98a=22990-980=22<a0=227<05-0a=2

tatad zudumi z ir puse no sakotnéjas masas.
Risinajums 3:

a - arbdza kopéja masa

b - arbldza sausnes masa

Z - zaudéta adens masa

b_1 9 1
a 100 100
b 2
a—z 100
Tas noziImé, ka
o-z_ ¢ 1, z_1_z_1
a % 2 a 2 a 2

2. Dotas septinas vienadas rinka linijas ar radiusu 1 cm, kas pieskaras viena otrai ka paradits 1. zim&uma.
Aprékinat iekrasotas dalas laukumu.



Risinajums:

2.2Im.

Sagriezam dotas figras rinka ITnijas treSdalas un parvietojam tas, ka paradrits 2. Zimé&juma, iegstot regula-
ru sesstdri ar malas garumu 2 cm. Talak, ievérosim, ka regulars seSstiris sastav no seSiem regulariem trij-
ari | 2 cm. Talak, i i lara trijstara laukuma formulu § = £Y3 = /3 cm?
stariem ar malas garumu 2 cm. Talak, izmantojam regulara trijstara laukuma formulu § = 9= = /3 cm?.
Tatad seSstdra laukums ir 64/3 cm? un I1dz ar to ari sakotnéjas iekrasotas dalas laukums ir 61/3 cm?.

. Ingus un Janis pamiSus novieto jauna veida 3aha figlras - “vézISus” - uz n x n ratinu Saha galdina. 3.
Zimé&juma iekrasoti laucini, kurus apdraud vézitis.
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3.zim.

#

Katra gajiena spélétajs novieto vienu véziti ta, lai tas neapdraudétu nevienu citu jau novietotu véziti. Zaudé

- v

tas spélétajs, kurs nevar veikt gajienu. (VeZzisi spéles gaita neparvietojas.)

Kadiem n vienmér uzvarés Ingus, un kadiem - Janis, ja Ingus sak?

Risinajums:

levérosim, ka neviens vézitis nevar apdraudét sev “centrali simetrisko” véziti. Tasir, jamés atrodam galdina
centru, tad, ja vézitis apdraudétu kadu laucinu, kas ir centrali simetrisks, tad més iegatu, ka centrs atrodas
pa vidu kadai ratinas malai, bet tas nav iesp&jams, jo, ja galdins$ ir kvadrats tad centrs atrodas vai nu uz
ratinas stdra vai pa vidu ratinai.



Lidz ar to, ja n- para, tad centrs atrodas uz stira. levérosim, ka otrais spélétais var spogulot pirma spélétaja
gajienus pret galdina centru. Ta ka pirma spélétaja vézitis nekad nevarés apdraudét sev centrali simetrisko,
tad otrajam spélétajam vienmér bds gajiens, ko atbildét pirmajam. Ta ka pirmajam kaut kad beigsies
gajieni, tad vins noteikti zaud@s. Lidz ar to para n uzvar otrais spélétajs.

Janirnepara, tad centrs ir rGtinai pa vidu, un ievérosim, ka pirmais spélétajs var ielikt véziti galdina centra
un turpmak spogulot otra spélétaja gajienus attieciba pret centru. Lidzigi ka ieprieks, iegGstam, ka pirmais
spélétajs vienmér uzvar nepara n.

. Janim ir 99 flizes, ar kuram vins vélas noklat vannas istabas sienu. Kads ir mazakais skaits flizu, kadu vinam
ir janokraso, obligati janokraso vismaz viena flize, lai batu iespéjams ar flizém izklat taisnstdra laukumu ta,
lai visas rindas batu vienads skaits nokrasoto flizu un visas kolonas bdtu vienads nokrasoto fliZu skaits?
FIiZu skaitam rinda un flizu skaitam kolonna ne obligati jasakrit. Flize vienmér tiek nokrasota pilniba, un
flizes nedrikst pargriezt. Taisnstdra izmérus Janis izvélas pats, bet taisntarT ir jabat izmantotam visam 99
flizém.

Risinajums:

Apzimésim minimalo skaitu ar skaitli n. Ar x apizimésim raisnstdra rindu skaitu un ar y kolonnu skaitu.
levérojam to, ka x - k1 = y - ky, kur kq, ky ir nokrasoto flizu skaits attiecigi kolonna un rinda. levérojam vél,
kan=x-kyunn=y-ky, kurnir kopé&jais nokrasoto flizu skaits.

Tatad n > mkd(x, y), kur mkd(x, y) ir mazakais kopigais x un y dalamais, jo x dala n un y dala n. levérosim
vienadibu mkd(x,y) = %, kur Ikd(x,y) ir skaitlu x un y lielakais daltajs. Tatad mums pietiek atrast
Ikd(x, y) lielako iesp&jamo vértibu lai atrastu n mazako iesp&jamo vértibu, jo x - y = 99 ir fikséts.

Ikd(x, y) lielaka vértiba ir 3 (tas seko no dalfjuma pirmreizinatajos 99 = 32 - 11, un to var pieradit sastadot
mazu tabulinu ar visiem iesp&jamajiem dalitaju pariem). Tatad n > % =33,

Par laimi eksisté tieSi konstrukcija Sim gadijumam. Panemam x = 33; un y = 3. Tad aizpildam visu taisn-
stari ka paradits zemak:

. Par maizigu sauksim realu pozitivu skaitlu kopu ar ne mazak ka diviem elementiem, kurai izpildas nosaci-
jums:

Ja kopai pieder skaitli a un b, kur a < b, tad kopai pieder ari skaitlis § + 1. Piemé&ram, visu realo pozitivo
skait|u, kas mazaki par 2, kopa ir maiziga, turklat st kopa ir arT bezgaliga, jo satur bezgaligi daudz skaitju.

a) Atrast vismaz vienu galigu (satur galigu skaitu skaitJu) maizigu kopu.

b) Pieradtt, ka ir bezgaligi daudz galigu maizigu kopu.
Risinajums:

a) Der, pieméram, kopa {1.5;3}, jo ir tikai viens parisa < b, @ = 1.5 un b = 2, un no Si para izriet, ka
kopai ir japieder elementam 12 + 1 = 0.5+ 1 = 1.5, kas tai jau pieder, Tatad kopa ir maiziga.

b) levérosim, ka jebkuram 1 < a < 2 izpildas a < 3%, I1dz ar to kopa {0; ;% } ir maiziga, jo & + 1 =
a— 1+ 1 =a, kas jau pieder kopai.

a—1

. Dots regulars 4k staris (k ir naturals skaitlis), kas sadalits paralelogramos. Pieradit, ka ne mazak ka k para-
lelogrami Saja daltfjuma ir taisnstari.

Risinajums:

levérosim, ka regularam 4k-starim ir 2k pari paralélu malu. Turklat, katram no 2k paralélo malu pariem
atbilst viens perpendikularu malu paris. Tatad ir k pa pariem perpendikularu un pa pariem paralélu cetru
malu komplektu.



Par “paralelogramu kédi” sauksim nepartrauktu paralelogramu virkni, kas savieno divas pretéjas paralélas
malas, ka tas paradits 4. ziméjuma. Katram divam paralélam malam eksisté nepartraukta paralelogramu
kéde, jo uz katras 4k-stira malas balstas vismaz viens paralelograms, savukart Sim paralelogramam ir
mala, kas ir paraléla 4k-sttra malai, un uz paralelogramam malas balstas vél viens un ta talak, liJdz més
sasniedzam pretéjo 4k-stdra malu.

A b A A

4, Zim. 5.72im.

levérosim, ka, ja més apskatam paralelogramu kédi, kas atbilst perpendikularajam malu parim, tad noteikti
ir viens paralelograms, kas pieder abam paralelogramu kédém, ka paradits 5. zim&juma. levérosim, ka
kopé&jais paralelograms noteikti ir taisnstaris, jo ta malas ir paralélas perpendikularam 4k-stara malam.

Ta ka ir k pa pariem perpendikularu un pa pariem paralélu Cetru malu komplektu, tad ir arT vismaz k taisn-
stdru, kas bija japierada.

. Kads ir garakais iesp€jamais derigas bums kédes garums, kadu var iegt, spél€jot spéli Bums (skatit spéles
noteikumus pielikuma)?

Risinajums:

Eksisté bums kéde garuma 4, pieméram: Aro: 10 (cipariski salikts) Karels: bums! (jo 11 ir pirmskaitlis)
Mérija: bums! (jo 1 + 2 = 3 ir pirmskaitlis) A: bums! (jo 13 ir pirmskaitlis) K: bums! (o 1+4 = 5ir
pirmskaitlis) M: 15 (cipariski salikts) Ka redzams, Cetras reizes péc kartas tika pateikt bums!.

No otras puses, méginasim pieradtt, ka nav iesp&jams pateikt bums! piecas reizes péc kartas (un ldz ar to
arTvairak ka piecas reizes péc kartas), ja neviens nek|adas.

Vispirms ievérosim, ka starp pirmajiem desmit skaitliem noteikti nav prasitas virknes, [1dz ar to turpmak
izteiktie spriedumi attieksies tikai uz skaitliem ar diviem vai vairak cipariem.

Ja skaitlis dalas ar 3, tad tas nav cipariski salikts tikai gadijuma ja ta ciparu summa ir 3 (pirmskaitlis 3 netiek
apskatits péc ieprieks apspriesta). 3 var izteikt ka ciparu summu tikai divos veidos 1+1+1vai 1+2. Lidz ar
to ieglstam, ka skaitlis vai nu satur 3 vieniniekus un paréjas nulles, vai nu vieninieku, divnieku un paréjas
nulles. Lidz ar to tas beidzas ar 0, 1 vai 2.

Katra bums! kédé garuma vismaz 5 noteikti tiks ieklauts vismaz viens skaitlis, kas dalas ar 3. Sauksim 3o
skaitli par a. levérosim, ka a beidzas ar 0,1, 2, Iidz ar to a + 3 beidzas ar 3,4,5una—3 ar 7,8,9. levérosim,
ka gan o + 3 gan a — 3 arT dalas ar 3, bet neviens no tiem nebeidzas ar 0,1, 2, tatad gan a + 3, gana — 3 is
cipariski salikti.

tas nozimé, ka, ja eksisté bums! kéde garuma 5, tad ta noteikti satur skaitlusa — 2,0 — 1,0, + 1,0 + 2.
Ja a beidzas ar 2, tad a — 2 ir para, jo beidzas ar 0, un ta ciparu summa ir 1, tatad tas ir cipariski salikts, un
o nevar beigties ar 2.

Ja a beidzas ar 1, tad a + 1 ir para un ta ciparu summa ir 4, lidz ar to tas ir cipariski salikts, un a nevar
beigties ar 1.

Ja a beidzas ar 0, tad apskatam a + 1 atlikumu dalot ar 11, ta ka a satur vai nu tris vieniniekus un paréjas
nulles, vai nu vienu vieninieku un vienu divnieku, un a beidzas ar 0, tad a + 1 satur Cetrus vieniniekus un



9.

paréjas nulles vai vienud divnieku, divus vieniniekus un paréjas nulles, turklat iens vieninieks ir pirmais
cipars. No ta varam secinat, ka a + 1 dalot ar 11 dod atlikumu 0, 2 vai 4.

Ja o+ 1 dod atlikumu 0, tad a + 1 ir cipariski salikts, jo a + 1 dalas ar 11un tamdé| nav pirmskaitlis, un ta
Ciparu summa ir 4, kas nav pirmskaitlis.

Jaa+ 1 dod atlikumu 2 dalot ar 11, tad a — 1 nevar bat pirmskaitlis, jo tas dalas ar 11. a — 2 ir para, tadég|
arTtas nevar bat pirmskaitlis. No otras puses, a — 2 ciparu summa ir par 1 mazaka, ka o — 1 ciparu summa,
jo a — 1 beidzas ar 9, tatad vai nu a — 1 vai a — 2 ciparu summa ir salikts skaitlis (jo viena ir para un otra
nepara, un abas ir vismaz 8) l1dz ar to, vismaz viens no a — 1 vai a — 2 ir cipariski salikts, pretruna.

Diemzél, gadijuma, ja a + 1 dod atlikumu 4 dalot ar 11, tad parliecinoSs iemesls, kapéc nevarétu eksistét
Sada veida bums kéde uzdevuma autoram nav zinams.

Tomér doto pieradijumu viegli var modificét, lai pieradrtu, ka neeksisté bums! kéde garuma 6. Lidz ar to
garakas bums! kédes garums ir starp 4 un 5, un pagaidam, vai nevar eksistét bums! kéde garuma 5, ir
atvérts jautajums.

. AABC ievilktas rinka Inijas centru apzimésim ar R. Pagarinot trijstdra ABC malas BC un AC, iesp&jams uz-

konstruét rinka ITniju, kas aréji pieskaras malai AB un paréjo malu pagarinajumiem. Sauksim STs rinka [Tnijas
centru par P. Pieradtt, ka PR viduspunkts pieder trijstira ABC apvilktajai rinka Tnijai.

Risinajums:

Apzimésim PR visudspunktu ar Q. levérosim, ka AR ir lenka ZCAB bisektrise, jo ievilktas rinka [Tnijas centrs
atrodas bisektrisu krustpunkta, I1dzigi BR ir lenka ZCBA bisektrise.

Apzimésim malas AC un aréjas rinka Iinijas pieskarSanas punktu ar X un BC pieskarSanas punktu ar Y, un AB
pieskarSanas punktu ar Z. Skaidrs, ka PZ = PX ka radiusi, AP ir kop&ja mala, un, ta ka ZPZA = ZPXA = 90°,
tad péc taisnlenka trijstdru vienadibas pazimém iegtstam, ka APZA = APXA, Ildz ar to ZPAB = ZPAX, un
ieglstam, ka AP is ZBAX bisektrise. Lidzigi iegstam, ka BP is lenka ZABY bisektrise.

Tatad ZRAP = 1 ZCAB + 3 ZBAX = J(£CAB + £BAX) = 90°. Lidzigi, ZRBP = 90°. Bet no ta seko, ka R,A,P,B
atrodas uz vienas rinka lnijas (preté&jo lenku summa ir 180°), ar centru punkta Q, jo taisnais lenkis ZRAP
vienmér atrodas pret diametru, I1dz ar to RP ir rinka diametrs un ta viduspunkts Q ir rinka Iinijas centrs.

levérosim, ka ZBRA = 180 — ZRBA — ZRAB = 180 — 3 (£ABC + ZBAC) = 180 — (180 — ZBCA) = 90 + J ZBCA.
Savukart no ta seko, ka ZBPA = £180 — ZBRA = 90 — 1 ZBCA, jo ap Cetrstari RAPB var apvilkt rinka [niju. Ta
ka centra lenkis ZBQP balstas uz to loka BRA un lenkis BPA arT balstas uz loka BRA, tad /BQA =2 - /BPA =
180 — ZBCA. Bet tad ZBQA + ZBCA = 180°, kas nozimé, ka puntki A, B, C, Q atrodas uz vienas rinka Iinijas,
kas arT bija japierada.

a) Katra no 6. Zim&juma esoSajiem tuksajiem lauciniem ierakstiet skaitli ta, lai katra apiti ierakstitais
skaitlis batu visu blakuseso3o laucinu vidgjais aritmétiskais. Laucinus sauc par blakusesoSiem, ja tie
ir savienoti ar taisnu Iiniju Zzimé&juma.




Pieméram, var parbaudtt, ka 7. Zimé&juma dotie skait|li apmierina prasibu, ka katra aplitT ierakstitais
skaitlis ir visu blakusesoSo laucinu vidé&jais aritmétiskais.

b) Vai eksisté vél kada skaitlu kombinacija, kuru var ierakstit 7. zim&juma aphsos ta, lai tiktu ievérots
vidéja aritmétiska nosacijums? Kvadratinos ierakstitos skaitjus maintt nedrikst.

Risindjums:

a) Veigli parbaudrt, ka 8. zimé&juma attélotie skaitli apmierina uzdevuma prasibas.

8.zim.

Prasttos skaitlus viegli var iegQt, ja apzZimé centralaja aplitT ierakstito skaitli ar x, un ievéro, ka apkart

tam izvietojusies *48, X410 x40 X310 kas nozimg, ka

X+8 X X X

= +s+5+35 4x+ 8
2 T2

7 8 x=2

X =

Kad ieglts centralai skaitlis, ieght parégjos k|Gst |oti vienkarsi.

b) Pieradisim, ka jebkura rezgl, kura izpildas vidéja aritmétiska nosacijums, visielaka un vismazaka veérti-
ba ir ierakstita kada no kvadratiniem. Lai to pieradritu, ievérosim, ka katrs aplitis ir vidéjais aritmétis-
kais no tam blakusesoSajiem lauciniem, [1dz ar to tas ir ne lielaks, ka tam blakusesosSie laucini, no ka
seko prasitais.

Tagad, pienemsim, ka eksisté divi dazadi rezga aizpildijumi: a1,02...ag un by, b, ... bg (9. un 10. ZIme-
jumi), tad ievérosim, ka, ja no viena rezga "atnemt” otru (skatit 11. zimé&jumu), tad rezultata iegstam
derigu rezgi, kuram visos kvadratinos ierakstitas nulles.

Bet no ta seko, ka vislielaka un vismazaka vértiba ir 0, bet tad arT visas pa vidu ierakstitas vértibas ir
0,idzartoa; — by =0,a, — b, =0,...09 — bg = 0, kas nozimég, ka a; = b1 ...a9 — bg, I1dz ar to abi
sakotnégjie rezgi ir vienadi. Tatad eksisté tieSi viens veids, ka aizpildit rezgi, ta, lai tiktu ievérots vidgja
nosacijums.
10. Veikala pardod Cetru veidu auglus: abolus, bananus, citronus un mandarinus. Cik veidos var nopirkt tiesi
Cetrus auglus (ne obligati dazadus)?



11.

12.

Risinajums 1.:

Apzimésim ar a abolu skaitu pirkuma, ar b bananu skaitu pirkuma, ar c¢ citronu skaitu pirkuma, ar m -
mandarinu skaitu pirkuma. levérosim, ka dazadiem pirkumiem at3kirsies attiecigo auglu skaits, IT1dz ar to,
katru pirkumu iesp&jams viennozimigi apzZimét ar Cetru skaitlu komplektu (a, b, c, m).

levérosim, ka a + b + ¢ + m = 4, jo beigas més nopérkam tieSi 4 auglus, un a,b,c,m > 0, jo nevar nopirkt
negativu skaitu auglu, bet ir iespéjams kadu nenopirkt.

Pienemsim, ka katrs auglis maksa 1 zelta monétinu. Kopa més iztérésim 4 monétinas, bet lai batu viltigak,
novietosim 8 monétinas rindina. levérosim, ak starp 8 monétinam ir 7 atstarpes. lzvél&simies tris atstarpes
(to var izdatit % veidos, jo pirma bas viens no septinam, otra viena no seSam, tresa viena no piecam, bet
tad sanak, ka més katru atstarpiti ieskaitam par daudz, jo més skaitam dazadas secibas, kadas var izvéléeties
atstarpiti, tapéc més izdalam ar dazado tris atstarpiSu sajaukumu skaitu, kas ir 1 -2 - 3) un ievietojam tajas
pa stienttim.

Stientsi sadala dotas monétinas Cetras grupas. No katras grupas iznemsim vienu monétinu. Tagad mums
ir Cetras grupinas, katra no tam ir 0 vai vairak monétinu, un kopa ir 4 monétinas. Par pirmas kaudzites mo-
nétinam nopérkam abolus, par otras bananus un ta talak. Ta ka ir 753 = 35 veidi, ka izvéléties atstarpites,
tad ir ar1 35 dazadi pirkumi.

Risinajums 2.:

Vienkarsi Skirojam gadijumus: Ja visi augli ir vienadi, tad ir 4 iespéjas (aaaa, bbbb, cccc, mmmm)

Ja viens auglis atSkiras, bet paréjie ir vienadi, tad ir 4 - 3 = 12 iespéjas (izvélamies vienu, kat atSkirsies ka
vienu no 4 augliem un tris, kas neat3kirsies, no atlikusajiem 3), pieméram abbb, baaa, mccc.

Ja ir divi pari vienadu auglu, pieméram aabb, tad ir 42 = 6 pirkumi, jo pirmo par izvélas no 4, otro no 3
atliusajiem augliem, bet ir jaizdala ar 2, jo més ieskaitam parus, kas ir apmaintiti vietam divreiz.

Ja divi ir atSkirigi un divi vienadi, pieméram abcc, tad ir 4 - 3 = 12 veidi - izvélamies vienu no 4 augliem, kas
nebds Saja pirkuma un tad vienu no 3 atlikuSajiem, ko nopirksim divreiz.

Ja visi ir atSkirigi, tad ir 1 veids abcm.

Tatad kopaird+ 12+ 6+ 12+ 1 = 35 pirkumi.

Atrast visus tadus naturalus skaitlus n > 3, ka n* — 5 dalas ar n®> — 5.

Risinajums:

levérosim, ka n?> — 5 dala n* — 25 = (n> — 5)(n? +5). Tas nozimg, ka ja n?> — 5 dala ari n* — 5, tad arT 30 skaitJu
starpiba n* — 5 — (n* — 25) = 20 dalas ar n?> — 5. Ta ka 20 ir tikai 6 pozitivi dalitaji: 1,2,4,5,10, 20, kas ari
ir iesp&jamas n? — 5 vértibas (negativi dalitaji nav jaapskata, jo ja n > 3, tad n> — 5 > 0) Tikai 4 un 20 dod
naturalas n vértibas, tatad n = 3vain = 5.

Pieradtt, ka trijsthrT pret garako malu atrodas a) 1sakais augstums; b) 1saka mediana!
Risinajums:

a) levérosim, ka trijstara laukums izsakas ka S = Ja-h. Lidz ar to varamizteikt h = Z. Taka Sir nemainigs
lielums jebkuram trijstarim, tad vismazako vértibu augstums h sasniedz tad, kad a ir vislielakais (dalot
ar lielaku skaitli iegdstam mazaku skaitli). Tatad visisakais augstums tieSam atrodas pret garako malu.

b) Trijstarm ABC novilksim visas tris medianas AP, BQ, QR, to krustpunktu apzZimésim ar M. Nezaudgjot
visparibu pienemsim, ka CB ir garaka mala.
Nav grati pieradtt, ka medianas dala trijstari seSos vienlielos (ar vienadu laukumu) trijstdros.
No P novilksim augstumu PS pret malu MB, un no R novilksim augstumu RT pret malu MB. Ta ka
trijstdru MPB un MRB laukumi ir vienadi, tad, ta ka pamats MB ir kopéjs, tad augstumi sakrit PS = RT.
Pielietojot Pitagora teorému, iegtistam, ka SB? = PB?—PS? = 1CB?—PS? un TB? = BR*—RT? = JAB*>—PS?,
un, ta ka BC > AB péc pienémuma, tad SB? = ;CB? — PS? > 1AB? — PS? = TB?, Iidz ar to SB > TB. No
ta seko, ka SM = MB — SB < MB — TB = MT, savukart no ta seko, ka MP?2 = SM? + SP?2 < TM? + SP? =
TM? + TR? = MR?. Lidz ar to MP < MR. LidZzigi, apskatot MPQC, pieradam, ka MP < MQ.
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Novilksim agstumu AU pret malu MR un agstumu BV pret MR. Lidzigi ka ieprieks, ieglstam, ka AU = BV
ka augstumi, kas balsta uz vienu un to pasSu pamatu vienlielos trijstdros. levérosim, ka, ta ka AC < CB
péc pienémuma, tad CU? = CA? — AU? < CB? — AU? = CB? — BV? = CV2. Lidz ar to CU < CV, tatad art
MU = CU — CM < CV — CM = MV, tadé| MA? = MU? + AU? < MV? 4+ AU? = MV? + BV? = MB?, lidz ar to
MA < MB. Lidzigi, apskatot AMC, iegOstam, ka AM < CM.
Apvienojot MP < MR un AM < MC, iegtstam, ka AP = AM + MP < CM + MR = CR. Lidzigi iegOstam, ka
AP < BQ. Tatad AP ir lsaka mediana, un patiesi ta atrodas pret garako malu CB, kas bija japierada.
Dots polinoms P(x) ar veseliem koeficientiem. Zinams, ka vienadojuma P (P (x)) = x vienigie atrisinajumi
veselos skait]os ir x = 0 un x = 1. Atrast visas iesp&jamas P(1) vértibas!
Risinajums:
levérosim, ka ja vienadojumam P(x) = xir atrisingjums x, tad tas ir atrisinajums arTvienadojumam P(P(x)) =
X, jo tada gadijuma P(P(x)) = P(x) = x. Lidz ar to vienadojumam P(x) = x var bt ne vairak ka divi atrisina-
jumi (ja to batu vairak, tad P(P(x)) = x batu vairak par diviem atrisinajumiem).

Papildu, ja x ir vienadojuma P(P(x)) = x atrisinajums, un P(x) # x, tad no ta, ka P(P(P(x))) = P(x), seko, ka
P(x) arTir vienadojuma atrisinajums, tatad kopa ir divi dazadi atrisinajumi x un P(x). Tadé&| var bat ne vairak
ka viena tada x vértiba, ka P(P(x)) = x un P(x) # x. Jax = 1 ir STvértiba, tad P(1) = 0, jo vienigas P(P(x)) = x
saknes ir O un 1. Pret&ja gadijuma, ja x = 1 nav ST vértiba, tad P(1) = 1.

Tatad vienigie iesp&jamie atrisinajumiir P(1) = 0un P(1) = 1.

Ar to vél nepietiek, ir jaatrod derigi polinomi! Polinoms, kuram izpildas uzdevuma nosacijumi un P(1) = 1
ir P(x) = x2,jo P(P(x)) = x* un x* = x & x(x*> — 1) = 0 ir diesi divi atrisinajumi 0 un 1.

Polinoms, kuram izpildas uzdevuma nosacijumi un P(1) = 0 ir P(x) = (x — 1), jo
PP(X)) = ((x—1)2 =12 = (x = 1)* = 2(x = 1)> + 1
un vienadojums
x=1)*=2(x-1)2%4+1-x=0
parrakstas ka
X—1D*=2(x—1)2—-(x-1)=0
Jeb
x=ND(x-1>-2x-1)-1)=0
X=1D=3x+3x—1-2x4+2-1)=0
x=103 =3 +x)=0
x(x—1(x*=3x+1)=0
Viegli parbaudit, ka x2 — 3x + 1 nav veselu saknu, Iidz ar to P(x) = (x — 1)? apmierina nosacijumus.
SaskaitiSanas kéde ir n skaitlu virkne a4,0az,...,0,, kura a; = 1 un jebkuram citam virknes loceklim a;
eksisté divi tadi virknes locekli a; un ay (iesp&jams vienadi), kaj < k <iun a; = a; + 0.

Pieméram, (1,2,3,5,7,10) ir saskaitisanas kéde, jo2=1+1,3=2+1,5=2+3,7=2+5,10=3+7.
(1,2,3,5,10) ir cita saskaitiSanas kéde, kuras pédéjais loceklis arT ir 10, turklat ta ir 1saka.

Dots skaitlis k < 2¢, pieradiet, ka eksisté tada saskaitiSanas kéde a1, 0,,...a, kaa, =kunn <2t
Risinajums:

Izmantosim indukciju lai pieraditu, ka visiem para skaitliem n < 2! eksisté virkne, kuras garums nepar-
sniedz 2t — 1, un visiem nepara skaitliem n < 2t eksisté virkne, kuras garums neparsniedz 2t.

Indukcijas Baze: levérosim, ka (1) ir deriga virkne, kas beidzas ar 1, untajair 1 < 2 - 1 skaitli.
Induktivais pien@mums: Pienemsim, ka visiem naturaliem k < n izpildas prasitais.

Induktiva Pareja:
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1) Jan - para, teiksim n = 2m < 2!, tad ievérosim, ka no induktiva pienémuma seko, ka priek§ m eksisté
deriga skaitiSanas virkne (ay,0,...m) kuras garums neparsniedz 2(t — 1) (jom = § < nunm =
5 < 2(t—1)). Bet tad virkne, kuru més iegtistam pievienotjot iepriek3éjai skaitisanas kédei 2m, proti
(01,0, ...m,2m), ir deriga skaitiSanas kéde, kas beidzas ar 2m = n, jo 2m = m+m, un virknes garums
neparsniedz2 - (t—1)+1=2xt-1.

2) Jan-nepara, n =2m+1 < 2% tad ievérosim, kan — 1 = 2m < 2t ir para, Idz ar to eksisté skaitiSanas
kéde, kas beidzas ar 2m, proti (a1,0,...2m), kuras garums neparsniedz 2t — 1 izmantojot induktr-
vo pienémumu. Bet tad més varam 3o skaitiSanas kédi pagarinat ar 2m + 1, iegadstot derigu kédi
(a1,02...2m,2m + 1), jo2m + 1 = 2m + a7, un tas garums neparsniedz 2t — 1 + 1 = 2t.

Tas pabeidz indukciju un ar1 pieradijumu.

Uz trijstdra ABC malas AB atlikts punkts D, un uz malas BC atlikts punkts E ta, ka DE paraléls AC. TaiSnu CD
un AE krustpunktu apzimésim ar T.

Pieradrt, ka taisne BT dala nogrieznus DE un AC uz pusém (iet cauri viduspunktiem).

Risindjums:

BT un DE krustpunktu apzimésim ar X, BT un AB krustpunktu ar Y. levérosim, ka Sappc = Saec, jo abiem
trijstariem sakrit augstums, ta ka DE||AC, un tiem ir kopéjs pamats AC. Lidz ar to arT Sarp = Scre, jO Samp +

Sarc = Sapc = Saec = Scre + Sarc.

- . SATD o AD . . .. - - - —- . SCTE o CE

levérosim, ka &2 = 77, jo abiem trijstariem sakrit augstums. Lidzigi 3¢ = .
= k3 AB _ BC TAD _AB _q _ BC_ 4 _CE
Ta ka ADBE AABC, tad 5 = g, bettad arT 55 = 73 = 2F = 5.

Tas nozimé, ka gg% = % = % = %, bet ta ka SATD = SCTE: tad art SDTB = SETB: [Tdz ar to SATB = SCTB-

Visbeidzot, % = 4%, jo abiem trijstariem ir kopé&js pamats BT, un dé| lidzibas, abu trijstaru augstumi attie-
cas ta pat ka malas AY un YC.
Bet tas nozimé, ka AY = Y, kas bija japierada. Vienadiba DX = XE seko no trijstdru BDX un BAY lidzibas un

trijstdru BEX un BCY lidzibas.



Pielikums

Spéles Bums apraksts:

Sauksim skaitli par cipariski saliktu, ja tas nav pirmskaitlis un ta ciparu summa nav pirmskaitlis.

(Pirmskaitlis ir skaitlis, kas dalas tieSi ar diviem skaitliem: ar sevi un ar 1. Pieméram, 5, 13,29 ir pirmskaitli,
bet, pieméram, 4=2-2=1-4,20=4-5=2-10,111=3-37 = 1-111 nav. Skaitlis 1 nav pirmskaitlis, jo dalas
tikai ar vienu skaitli, nevis diviem)

Sastajies apltar 3 — 7 draugiem un sagatavojies aizraujosai spélei!

Spéle sakas, kad kads nosauc cipariski saliktu skaitli, un gajiens pariet pie nakosa spélétaja pulkstena radrtaja
virziena.

Nosauktais skaitlis k|ast par “spéles skaitli”, un katru gajienu ta vértiba palielinas par 1 (neatkarigi no ta, ko
pateica iepriek$éjais spélétajs).

Gajieni norisinas pa apli, un mérkis ir saprast péc iespé&jas atrak, vai tagadéjais spéles skaitlis ir cipariski
salikts, vai né.

Kad pienak tava karta:

a) Ja spéles skaitlis ir cipariski salikts, tad tev tas ir skali janosauc.

b) Ja tas nav cipariski salikts, tad ir jasaka bumsl.

) Ja tu vilcinies par ilgu un nevari izdomat vai pasaki nepareizi, tad tev ir jaiziet no apla, un spéle sakas no
jauna ar atliku3ajiem spélétajiem.

Par bums kédi sauksim nepartrauktu virkni ar bums! izsaucieniem no spélétajiem. Deriga bums kéde ir tada,

kopéjo bums! izsaucienu skaitu kédé.
Piemérs spélei starp trim spélétajiem: Aro (A), Karelu (K) un Mériju (M):

1. Aro pasaka 46 (tas ir cipariski salikts),
2. Karels iesaucas bums! (jo 47 ir pirmskaitlis),
3. Meérija saka 48 (tas ir cipariski salikts),
4. A: bums! (49 ciparu summa ir pirmskaitlis),
5. K: bums! (50 ciparu summa ir pirmskaitlis),
6. M: 51 (cipariski salikts),
7. A: bums! (52 ciparu summa ir pirmskaitlis)
8. K: bums! (53 ir pirmskaitlis)
9. M: 54 (tas ir cipariski salikts)

10. A: 55 (tas ir cipariski salikts)

11. K: 56 (klada, 56 ciparu summa ir pirmskaitlis, tadé| 56 nav cipariski salikts un bija jasaka bums!)

12. Spéle sakas no jauna

Saja spéle garakas derigas bums kédes garums ir 2, un ir divas derigas bums kédes $ada garuma, viena,
kad spéles skaitlis ir 49 un 50, otra, kad spéles skaitlis ir 52 un 53.
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