O atverta kopa 2017

Komandu olimpiade matematika
Atrisinajumi 9. klasei

1. Arblza sastava ir 99% tdens, tomér, kad to atstaja saulé uz stundu, dala ddens iztvaikoja, un tagad tikai
98% arbuza ir Gdens. Kadu dalu sakotné&jas masas arbtzs ir zaudégjis?
Risinajums 1:
Pienemsim, ka arbGza masa ir 100 arbdzéni, satsinasim ka 100 az (mérvieniba irizdomata, bet ta, ka mums
interesé tikai masu attiecibas, tad mérvienibas nav tik svarigas). Tatad sakuma ddens sver 99 az un sausais
atlikums sver 1 az. Péc izzdSanas, mums ir 98% 0dens, un tatad 2% sausnes. Sausnes masa nav mainfju-
sies, tatad

2% =1 az

98% = 0dens péc saules

Reizinam Skérsam un ieglistam, ka Gdens péc saules = % = 49 az. Tatad arb0zs tagad sver 49 + 1 = 50
az, tatad pazaudéja 50 az, kas atbilst 50% no sakotnéjas masas.

Risinajums 2:

a - arblza kopéja masa

u - odens masa arbdza sakuma

Z - zaudéta odens masa

u 99
u—z 98
7G_Z:m@100u—1002:980—98z

100u—-98a=22990-980=22<a0=227<05-0a=2

tatad zudumi z ir puse no sakotnéjas masas.
Risinajums 3:

a - arbdza kopéja masa

b - arbldza sausnes masa

Z - zaudéta adens masa

b_1 9 1
a 100 100
b 2
a—z 100
Tas noziImé, ka
o-z_ ¢ 1, z_1_z_1
a % 2 a 2 a 2

2. Veikala pardod tris veidu aug|us: abolus, bananus un citronus. Cik veidos var nopirkt tiesi tris auglus?
Risinajums:
Ar g apzimésim abolu, ar b - bananu, ar ¢ - citronu. Ar vairaku burtu virkni apzimésim pirkumu. Pieméram,
aab atbilst pirkumam, kura ir divi aboli un viens banans. levérosim, ka aab un aba ir viens un tas pats
pirkums, jo nav svarigi, kada seciba més pérkam auglus.



levérosim, ka, ja visi nopirktie augli ir vienadi, tad ir iesp&jami 3 dazadi veidi, ka iepirkties - aaa, bbb, ccc). Ja
visi augli ir dazadi, tad ir 1 veids - abc. Ja divi augli ir vienadi un viens atskiras, tad ir 6 veidi, ka tos nopirkt
- aab, abb, acc, baa, bec, caa.

Tatad ir kopa 3 + 6 + 1 = 10 dazadi veidi, ka nopirkt tiesi tris auglus.

. Atim ir Joti daudz zaku. Vins izdomaja tos izskaitit, dazados veidos sadalot tos pa bariSiem, barisu ir daudz
vairak neka zaku. Ja zakus liek buriSos pa diviem zakiem katra, viens zakis paliek pari. Ja liek buriSos pa
trim, arT viens paliek pari. Ja liek pa Cetriem, pieciem vai seSiem, tad visos gadijumos viens paliek pari.
Savukart, liekot pa septiniem, nav zaka, kas paliktu pari.

Zinams, ka Atim ir mazakais iesp&jamais zaku skaits, kas apmierina nosacijumus. Cik zaku ir Atim?
Risinajums:

Apzimésim prasito skaitliar n. Tad n—1 dalas gan ar 2, gan ar 3, gan ar 4, gan ar 5, gan ar 6, jo, ja vienu zaki
nonem, tad zaki tieSi saliekas vesela skaita barisu katra ar attiecigo skaitu zaku. Ja skaitlis dalas ar 4, tad
tas noteikti dalas artar 2. Ja skaitlis dalas gan ar 4 gan ar 3, tad tas noteikti dalas arTar 6. Lidz ar to pietiek,
ka n — 1 vienaicigi dalas ar 3, 4 un 5, Iidz ar to tas dalas artar 3 -4 -5 = 60. Pirmie paris 60 daudzkartni
ir 60,120, 180,240,300. Tatad seSas mazakas iesp&jamas n vértibas ir: 61,121,181,241,301. Parbaudot
dalamibu ar 7 (n dalas ar 7 jo zakus var tiesSi salikt bariSos pa septiniem katra) ieglistam, ka tikai 301 dalas.
Lidz ar to ir 301 zakis un vienlaikus esam pieradijusi ka ta ir mazaka vértiba.

. Plakné atziméti pieci sarkani punkti, kas veido izliektu piecstari. Arpus piecstdra atziméts viens zils punkts.Pieradit,
ka var atrast tadu trijstdri ar divam sarkanam un vienu zilu virsotni, ka viens no trijstdra lenkiem nepar-
sniedz 45 gradus.

Risinajums:

Nosauksim zilo punktu par Z un sarkanos punktus sanumurésim seciba, kada tos redz punkts Z no labas

uz kreiso ka S¢,S,...Ss.

levérosim, ka ja punkts atrodas arpus izliekta piecstira, tad noteikti eksisté tada taisne /, kas iet cauri
punkam Z, ka visi punkti S1, 52..55 atrodas viena pusé no taisnes (var bat, ka dazi punkti atrodas uz taisnes).

Pieméram, ja més pagarinam katru piecstira malu [1dz taisnei, tad jebkura no Sim taisném apmierina
nosacijumu, ka visi piecstdra punkti atrodas viena pusé no taisnes, jo piecstaris ir izliekts. Ta ka punkts
Z atrodas arpus piecstdra, tad noteikti eksisté vismaz viena malas pagarinajuma taisne, ka visi sarkanie
punkti atrodas viena taisnes pusé (vai uz taisnes) un punkts Z atrodas otra pusé (jo pretéja gadijuma Z
batu ieks piecstdra). Ja més pabidam So taisni, nemainot tas virzienu, I1dz ta iet cauri Z, tad skaidrs, ka visi
sarkanie punkti vél aizvien ir viena taisnes pusé.

Tas nozimé, ka lenkis £51ZSs < 180° gradiem. Bet No otras puses /51755 = /5175, + /5,753 + /53754 +
/54755 ir Cetru lenku summa, 1dz ar to So lenku vidégjais aritmétiskais ir % = 45 gradu. Lidz ar to vismaz
viens lenkis neparsniedz 45 gradus, bet tas nozimg, ka ja més panemam 3o lenki veidojoSos punktus ka
trijstdra virsotnes, tad més esam atradusi vajadzigo trijstari. Kas bija japierada.

riens B REEE B+ B8 B

Risinajums:

Pieradisim, ka 3316 4 2017 4 2018 . 2017 4 2018 4 2018 parnesot attiecigos lielumus uz vienu vai otru pu-
si nevienadiba parrakstas ka sgis + so0re > 3867 e > 5&< lzmantojot kvadratu starpibas formulu
iegistam, ka nevienadiba parrakstas ka ;5232 > 52 Atliek vien pamanit, ka kreisajai pusei piereizinot
1 = 2817 nevienadiba nemainas: ;52 > 2201/ padéja nevienadiba ir acimredzama (dalot to pasu ar
mazaku skaitli iegast lielaku vértibu).

. Konfeksu kaste ir taisnstdra ratinu rezgis, kas ir 5 rtinas augsts un 7 ratinas plats. Katra rdtina ir pa vienai
konfektei. Makss un Morics spélé sekojoSu spéli; Sava gajiena zéns izvélas vienu konfekti un apéd gan to,
gan visas blakusesosas konfektes (par blakusesoSu sauc konfekti, kas atrodas rating, kurai ir kopiga mala
ar izvéletas konfektes malu). P&c tam ir otra zéna gajiens. Spéle turpinas, I1dz ir apéstas visas konfektes.



Péc spéles, protams, mamma bas |oti dusmiga, tomér abi z&éni vienojas, ka vainu uznemsies tas, kurs bas
apédis vairak konfekSu. Ja Makss sak, vai Morics var garantét to, ka vin$ apédis mazak konfekSu neka
Makss? Savu gajienu nav atlauts izlaist.

Risinajums:

Ja, Morics var garantét to, ka vins apédis mazak konfeksu. levérosim, ka, ja Morics vienmér dara gajienus,
kas ir centrali simetriski pret centralo rdtinu, tad vinS nekad nebds pirmais, kas apédis centralo ratinu.
No otras puses, ta ka visi vina gajieni ir simetriski, tad vins vienmér bas apédis tikpat konfekSu ka Makss,
lidz bridim, kad viens no viniem apédis centralo konfekti. Lidz ar to Moricss bas apédis mazak konfeksu
ka Makss. (Ta ka ir nepara skaits konfeksu, tad situacija, kur abi batu apédusi vienadu skaitu konfeksu ir
neiespéjama.

. AndZa grib&ja uzzinat, cik ala ir melnu un cik baltu murksku. Ala ir loti tumss, bet Andza ir parliecinats,
ka ala melno murksku ir mazak par % visu murkSku. P&k3ni ala ieskrien vél 2 melni murkski. Andza atkal
kartigi izpéta alu un nonak pie secinajuma, ka tagad ala melno murk3ku ir vairak neka 2 visu murksku. Cik
ala bija murksku sakuma?

Risinajums:

Ar m apzimésim melno murksku skaitu, ar v - visu murksku skaitu, tad skaidrs, ka izpildas sekojosas nevie-
nadibas: m < 2vunm +2 > 3(v+ 2), kas parrakstas ka m > sv — 2.

levérosim, ka tas nozimé, ka 2v > 3v — 2, kas parrakstas ka 10 > v, Iidz ar to, ta ka kopéjais murksku skaits
ir vesels, tad 1 < v < 9. Talak sastadam tabulinu:

\Y 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 3 1 4 2 3 1 4 2
Vai eksisté vesels m, ka 3v>m > 2v—3? | né [ m=1|né | né | né | né | né | né | né

No kurienes seko, ka ala sakuma bija 1 melns un 1 balts (2 kopa) murkskis.

Piebilde: Uzdevums |oti skaisti risinas, ja uzzimé grafiku, un meklé rezga punktus taja.

. Dotas septinas vienadas rinka Iinijas ar radiusu 1 cm, kas pieskaras viena otrai ka paradits 1. zimé&juma.
Aprékinat iekrasotas dalas laukumu.

Risinajums:



10.

2.z2Im.

Sagriezam dotas figlras rinka ITnijas treSdalas un parvietojam tas, ka paradits 2. Ziméjuma, ieglstot regula-
ru seSstari ar malas garumu 2 cm. Talak, ievérosim, ka regulars se3staris sastav no seSiem regulariem trij-
stdriem ar malas garumu 2 cm. Talak, izmantojam regulara trijsttra laukuma formulu S = "’:ﬁ =+3cm?.
Tatad se3stdra laukums ir 64/3 cm? un I1dz ar to arT sakotnéjas iekrasotas dalas laukums ir 6+/3 cm?,

. Uz tafeles uzrakstits dalskaitlis %. Katra gajiena drikst ar dalskaitli veikt vienu no sekojoSajam darbibam:
, a b
1) Apgrieztto, ¢ — a

a
q41
2) PieskaitTt 1 un péc tam izdaltt ar 2, % — b—zi_

Ja sakuma uzrakstits % vai iespéjams atkartoti pielietojot darbibas nonakt l1dz a) % b) %?

Risinajums:
a) 23 var iegat, pieméram, ar sekojo3o darbibu virkni:

5 1) darbiba_ 8 2)darbiba_ 13 2)darbiba 23 1) darbiba_ 20

8 5 10 20 23

b) Apskatisim starpibu starp skaitttaju un saucéju a — b.

levérosim, ka izpildot pirmo darbibu, starpiba nomaina zimia —b — b —a.

Izpildot otro darbibu § — 5—;1 = %, més iegOstam, ka jauna starpiba ira + b — 2b = a — b, proti ta nav
mainijusies.

Tatad starpiba starp skaititaju un saucéju ir invariants (nemainas) izpildot iesp&jamas darbibas, iznemot,
iespéjams, ta noamina zimi.

Tatad, ja més sakam ar 3, tad sakotnéja starpiba ir 5—8 = —3, lidz ar to jebkura dala, kuru var iegat izman-
tojot darbibas, bls ar saucéja skaititaja starpibu +3 vai —3. Bet % starpiba starp saucéju un skaititaju ir
433 — 471 = —38. Tatad £33 nevar iegat, kas bija japierada.

Pilséta ir 71 maja. Zinams, ka no katras majas iziet tieSi viens ce|$, katra krustojuma satiekas tieSi tris celi un
no katras majas var aiziet Iidz jebkurai citai majai parvietojoties tikai pa celiem. Vai kada no krustojumiem
var uzbavét veikalu ta, lai no jebkuras majas ejot pa celu varétu nok|at I1dz veikalam, Skérsojot ne vairak
ka 35 krustojumus?

Risinajums:

Prasito nevar izpildit. levérosim sekojoSa veida pilsétu, kur A un B ir majas, savukart atzimétie punkti ir

krustojumi:
=0




11.

12.

13.

levérosim, ka 3aja pilséta ir tikai divas majas, toties ir 8 krustojumi. Papildus, ievérosim, ka iesp&jams pa-
garinat doto kostrukciju ar patvaligu skaitu krustojumu, vienkarsi atkartojot doto krustojumu kédi, turklat
vélaizvien paliek tieSi 2 majas. Lidz ar to, ja més iedomajamies, ka kéde tiek pagarinata, ldz starp Aun B
atrodas 8000 krustojumi, tad skaidrs, ka attalums vai nu no A vai no B I1dz jebkuram krustojuma punktam
bas vismaz 36, bet tad, ja més punkta B piebavéjam vél paris majas, l1dz to skaits ir 71 kopa (ta lai uzdevu-
ma nosacijumi tiktu ievéroti, kas, protams, ir iesp&jams) tad mums ir pilséta, kura nevar uzbavét veikalu
kada no krustojumiem ta, lai attalums I1dz jebkurai majai batu ne vairak ka 35 krustojumi.

4, zZim.

Par astotniecisku kvadratu sauksim tadu naturala skaitla kvadratu, kuram ir tieSi astoni cipari un ta pédgjo
Cetru ciparu veidotais skaitlis ir astonas reizes lielaks neka pirmo Cetru ciparu veidotais skaitlis (pieméram,
10098072 apmierina pédéjo prasibu, jo 8072 = 8 - 1009, bet nav naturala skaitla kvadrats).

Atrast, ar pamatojumu, vienu astotniecisku kvadratu.

Risinajums:

Apzimésim pirmo (no kreisas puses) Cetru ciparu veidoto skaitli ar n, skaidrs, kan > 1000, jo tas ir Cetrciparu
skaitlis, kura pirmais cipars nevar bat 0, jo tad sakotngjais skaitlis nebatu astonciparu skaitlis.

levérosim, ka meklétie kvadrati izsakas forma 10000n + 8n = 10008n = n - 36 - 278 = 62 - 278n. Taka 36 ir
kvadrats, tad lai 36-278-n batu kvadrats, ar1278 - nir jabat kvadratam. levérosim, kajan =4-278 = 1112,
tad 278 - n = (2 - 278)? ir naturala skaitla kvadrats, Iidz ar to 11128896 ir astotniecisks kvadrats.

Uz trapeces ABCD garaka pamata AD atlikts punkts £ ta, ka DE = BC. Malu AB un CD pagarinajumu krus-
tpunkts ir F. Uz CD pagarinajuma atlikts punkts G ta, ka CG = BE. Pieradtt, ka ZBEC + /BFG = /FBG.
Risinajums:

DiemZzél uzdevums tika noformuléts nepareizi un jégpilns atrisinajums neeksisté.

Katra no 5. Zimé&juma esoSajiem tukSajiem lauciniem ierakstiet skaitli ta, lai katra aplitT ierakstitais skaitlis

batu visu blakusesoSo laucinu vidéjais aritmétiskais! Laucinus sauc par blakusesoSiem, ja tie ir savienoti
ar taisnu ITniju ZIm&juma.

6. zZiIm.

Pieméram, var parbaudtt, ka 6. zimé&juma dotie skaitli apmierina prasibu, ka katra apliti ierakstitais skaitlis
ir visu blakuseso3o laucinu vidégjais aritmétiskais.

Risinajums:

Veigli parbaudtt, ka 7. Zzim&juma attélotie skait|i apmierina uzdevuma prasibas.



7.21m.

Prasitos skaitlus viegli var iegat, ja apzimé centralaja apliti ierakstito skaitli ar x, un ievéro, ka apkart tam
izvietojusies X8, X0 x40 x10 kas nozimé, ka
GEri+s+s L x+8

X = 7 = X 3 X=2

Kad ieglts centralai skaitlis, iegat paréjos k|ast Joti vienkarsi.

14. Janim ir 99 flizes, ar kuram vins vélas noklat vannas istabas sienu. Kads ir mazakais skaits flizu, kadu vinam

15.

ir janokraso, obligati janokraso vismaz viena flize, lai batu iesp&jams ar flizém izklat taisnstdra laukumu ta,
lai visas rindas batu vienads skaits nokrasoto flizu un visas kolonas bdtu vienads nokrasoto flizu skaits?
FIiZu skaitam rinda un flizu skaitam kolonna ne obligati jasakrit. Flize vienmér tiek nokrasota pilniba, un
flizes nedrikst pargriezt. Taisnstdra izmérus Janis izvélas pats, bet taisntart ir jabat izmantotam visam 99
flizém.

Risindjums:

Apzimésim minimalo skaitu ar skaitli n. Ar x apizimésim raisnstdra rindu skaitu un ar y kolonnu skaitu.
levérojam to, ka x - k1 = y - k», kur kq, k> ir nokrasoto flizu skaits attiecigi kolonna un rinda. levérojam vél,
kan=x-kyunn=y-ky, kurnir kopé&jais nokrasoto flizu skaits.

Tatad n > mkd(x, y), kur mkd(x, y) ir mazakais kopigais x un y dalamais, jo x dala n un y dala n. levérosim
vienadibu mkd(x,y) = %, kur Ikd(x,y) ir skaitlu x un y lielakais dalttajs. Tatad mums pietiek atrast
Ikd(x, y) lielako iesp&jamo vértibu lai atrastu n mazako iesp&jamo vértibu, jo x - y = 99 ir fikséts.

Ikd(x, y) lielaka vértiba ir 3 (tas seko no dalfjuma pirmreizinatdjos 99 = 32 - 11, un to var pieradit sastadot
mazu tabulinu ar visiem iesp&jamajiem dalitaju pariem). Tatad n > % = 33,

Par laimi eksisté tieSi konstrukcija Sim gadijumam. Panemam x = 33; un y = 3. Tad aizpildam visu taisn-
stdri ka paradits zemak:

Pieradrt, ka trijstarT pret garako malu atrodas a) Tsakais augstums; b) 1saka mediana!
Risinajums:
a) levérosim, ka trijstara laukums izsakas ka S = Ja-h. Lidzar to varamizteikt h = Z. Taka Sir nemainigs

lielums jebkuram trijstdrim, tad vismazako vértibu augstums h sasniedz tad, kad a ir vislielakais (dalot
ar lielaku skaitli iegdstam mazaku skaitli). Tatad visisakais augstums tieSam atrodas pret garako malu.

b) Trijstarm ABC novilksim visas tris medianas AP, BQ, QR, to krustpunktu apzimésim ar M. Nezaudgjot
visparibu pienemsim, ka CB ir garaka mala.
Nav grati pieradrt, ka medianas dala trijstari seSos vienlielos (ar vienadu laukumu) trijstaros.



No P novilksim augstumu PS pret malu MB, un no R novilksim augstumu RT pret malu MB. Ta ka
trijstru MPB un MRB laukumi ir vienadi, tad, ta ka pamats MB ir kopéjs, tad augstumi sakrit PS = RT.
Pielietojot Pitagora teorému, iegistam, ka SB> = PB?—PS? = 1CB?—PS? un TB? = BR*—RT? = JAB*>—PS?,
un, ta ka BC > AB péc pienémuma, tad SB? = }CB? — PS? > 1AB? — PS? = TB?, Iidz ar to SB > TB. No
ta seko, ka SM = MB — SB < MB — TB = MT, savukart no ta seko, ka MP?2 = SM? + SP?2 < TM? + SP? =
TM? 4 TR?> = MR?. Lidz ar to MP < MR. Lidzigi, apskatot MPQC, pieradam, ka MP < MQ.

Novilksim agstumu AU pret malu MR un agstumu BV pret MR. Lidzigi ka ieprieks, iegstam, ka AU = BV
ka augstumi, kas balsta uz vienu un to pasu pamatu vienlielos trijstdros. levérosim, ka, ta ka AC < CB
péc pienémuma, tad CU? = CA? — AU? < CB?> — AU? = CB? — BV? = CV2. Lidz ar to CU < CV, tatad art
MU = CU — CM < CV — CM = MV, tadé| MA? = MU? + AU? < MV? 4+ AU? = MV? + BV? = MB?, lidz ar to
MA < MB. Lidzigi, apskatot AMC, iegOstam, ka AM < CM.

Apvienojot MP < MR un AM < MC, iegistam, ka AP = AM + MP < CM + MR = CR. Lidzigi iegOstam, ka
AP < BQ. Tatad AP ir lsaka mediana, un patiesi ta atrodas pret garako malu CB, kas bija japierada.



