O anverta kopa 2018

Komandu olimpiade matematika
Atrisinajumi 11. klasei

1. Izpildas vienadiba
20182018. 20182018 . 20182018 . . 20182018. 20182018 — p(182018""

Cik reiZu skaitlis 2018 paradas vienadibas kreisaja pusé?

Risinajums: Ar n apzimésim cik daudz reizu skaitlis 20182°'8 paradas vienadibas kreisaja pusé. levérosim,
ka reizinat skaitli ar sevi n reizes nozimé kapinat skaitli pakapé n, tatad

20182018 . 20182018 . . 20182018 — (20182018)"

nreizes

Uzdevuma dota vienadiba partop par

n
(201 82018> = 20182018"" Izmantojam pakapju Tpadibas
201820181 — (182018 Pielidzinam kapinatajus
2018 -n = 20182018 Dalam abas puses ar 2018
n =2018%"

Lidz ar to redzam, ka 20182%'8 vienadibas kreisaja pusé paradas 2018%°" reizes. Atliek vien ievérot, ka
2018%%78 satur divus 2018, I1dz ar to skaitlis 2018 vienadibas kreisaja pusé paradas 2 - 2018%°" reizes.

2. Uz galda stav tris dazadas cepures: zala, dzeltena un sarkana. Reinis, Eliza un Toms katrs uzvelk vienu no
cepurém. Zinams, ka izpildas tiesi viens sekojoSajiem apgalvojumiem:
(a) Reinim galva ir zala cepure
(b) Ehzai galva nav zala cepure

(c) Tomam galva nav sarkana cepure

Vai zinot So informaciju iesp&jams noteikt kadas krasas cepure ir galva katram cilvékam?
Risinajums: 4, veicot parlasi var noskaidrot, ka vienigais iesp&jamais patiesais apgalvojums ir ¢). Tada
gadijuma zala cepure ir Elizai, dzeltena ir Tomam un sarkana Reinim.

3. Zinams, ka x un y ir naturali skaitli. Dalot skaitli x ar y, rodas atlikums 24, bet dalot 2x ar y, atlikums ir 11.
Noteikt y vértibu!
Risindjums: No dota x = ny + 24,2x = my + 11 (m,n € N). 2x = 2(ny + 24) = 2ny + 48.

2x=my+ 11
2x = 2ny + 48

my+ 11 =2ny+48
y(m —2n) =37

Skaitla 37 vienigie dalitaji ir 1 un 37. m — 2n un y ir naturali skaitli, tade] y = 37 vaiy = 1. y = 1 neder, jo
dalot ar 1 nevar iegat atlikumu 24. Tatad y = 37.



4. Dots trijstaris ABC. Uz malas AB atlikts nogrieznis FN tads, ka AF = FN = NB. Uz malas CB atlikts punkts £
tads, ka FE || AC. H ir FE viduspunkts. Ja FE = EB, pieradit, ka Cetrstaris HNEC ir paralelograms.

Risindjums:

1) Punktus Fun N uz nogriezna AB var atlikt tikai seciba A, F, N, B, citadi F un N sakrit, kas ir pretruna ar
to, ka FN ir nogrieznis.

2) FE | ACun AF = 1AB — CE = 1CB, EB = 2CB.

3) H - FE viduspunkts un N - FB viduspunkts, tatad NH ir AEFB viduslinija. No ta seko, ka NH || EB un
NH = 1EB
5 EB.

4) NH=1EB=1.2CB=1CB

5) NH || EB(c), tatad ari NH || CE. CE = 1CB (b) un NH = (B (d). No paralelograma pazimes seko, ka HNEC
ir paralelograms.

5. Pa apli sarakstiti vairaki pozitivi skaitli ta, ka katrs skaitlis ir vienads ar kvadratsakni no abu blakusesoSo
skait|u reizinajuma. Atrast visu uzrakstito skait|u reizinajumu, ja zinams, ka viens no skaitliem apltir 1.

Risinajums: Vispirms ievérosim, kaja0 < a < b, tad a®> < ab < b?, lidz ar to aria < vab < b. Tatad
jebkurs skaitlis virkné ir ne lielaks ka lielakais no abiem blakusesoSajiem skaitliem.

Apskatam lielako skaitli, kas ierakstits aplT (ja tadi aplt ir vairaki, izvélamies vienu no tiem). Lielakais skaitlis
noteikti ir ne lielaks, ka tam blakus esoSie skaitli. Tatad abi blakusesoSie skaitli ir vienadi ar lielako skaitli,
jo ja tie batu lielaki, ta batu pretruna. Atkartoti pielietojot iepriekS&jo spriedumu iegdstam, ka visi aplt
ierakstitie skaitli ir vienadi ar lielako aplt ierakstito skaitli.

Ta ka visi skaitliir vienadi, un skaitlis 1 paradas apli, tad visi skaitli vienadi ar 1. Tatad visu skait|u reizingjums
apltir1" =1.

6. Telpa gu] 42 skoléni. Vinus uzmodina pavars, kurs tikko ieskréjis telpa. Vins visiem pazino, ka vismaz
viens no klatesoSajiem vakar ir aizticis vina spageti makaronus, jo vin$ redzot vismaz vienu cilvéku, kura
seja ir netira ar spageti mérci. Neviens skoléns gan neatceras iepriek3¢€jas dienas notikumus. Vini redz
visu paréjo sejas, bet ne savéjo. Pavars pazino, ka ritmiski sitis ar karoti pa katlu, IT1dz katrs, kurs zina, ka
vinam uz sejas ir mérce, bds piecélies kajas. P&c katra sitiena katram skolénam ir iespéja piecelties kajas.
Kad pavars sak sitienus, skoléni kluséjot skatas apkart un redz, ka neviens necelas kajas, bet péc tiesi 13
sitieniem kajas p&ksni piecelas vairaki skoléni. Cik skoléni piecélas kajas?

Piebilde: Saja skola ir visparzinams, ka pavars nespé&j melot un tas, ka ka visi skoléni ir perfekti logiski
domajoSi un patieSam celsies kajas, ja zinas to, ka viniem uz sejas ir spageti mérce. Skoléni sava starpa
nevar neka komunicét.

Risinajums: Ar matematiskas indukcijas metodi pieradisim, ka n cilvéki ar netiru seju piecelas péc n sitie-
niem.

Indukcijas baze: Ja tikai vienam skolénam batu netira seja, tad péc pirma sitiena vins pieceltos kajas, zinot,
ka vismaz vienam skolénam ir netira seja.

Induktivais pienémums: pienemsim, ka k cilvéki piecelas kajas péc k sitieniem. Induktiva pareja: Ja k + 1
cilvekiem ir netiras sejas, tad péc k + 1 sitieniem katrs no viniem to sapratis, jo citadi péc induktiva piené-
muma katram no viniem redzamie redzamie k cilvéki ar netirajam jau batu piecéluSiem péc k sitieniem.
Ta ka péc k sitieniem neviens nepiecélas, tad zinams, ka bez paréjiem k cilvékiem ir vél viens ar netiru seju
- tatad, vins pats.

Secinam, ka péc 13 sitieniem kajas piecelsies 13 skoléni.

7. Atrast visus veselos atrisindjumus vienadojumam x4 = y* — 65



Risinajums:
x*=y* - 65
Y —x* =65
> =X (> +x*)=13-5=65"1

levérosim, ka y? — x> < y? 4+ x?,tadélvainuy? — x> = 1uny? + x> = 65vaiy?> — x> =5uny? + x> = 13.

Jay? - x> = (y—x)x+y) =1, tady —x = x+y = 1,joy > x nozZimé, ka y — x ir pozitivs. Bet tad
2y =(y—X) + (y+x) =2 =y=1,Iidzigi, x = 0. Skaidrs, ka tad x*> + y*> = 1 # 65, tatad vienadojumam nav
atrisinajumu.

Apskatam otru gadijumu:

{yz —x=5 Saskaitam abus vienadojumus
Y2+ x2=13
2> =18
y'=9
y=43
X=42

Tatad vienadojumam ir 4 veseli atrisinajumi: (2;3), (2;-3),(—2;3), (—2; -3).

8. Taisnlenka trijstara ABC hipotenaza ir AC. Pieradit, ka AB + BC < /2AC.

Risindjums:
E
p
A T
X
| H L
B C D

Uz malas BC pagarinajuma atliksim punktu D ta, ka CD = AB. No punkta D konstruésim perpendikulu pret
malu CD. Uz perpendikula atliksim punktu E ta, ka ED = BC un ka E atrodas taja pasa puseé taisnei BD ka
punkts A.

Ta ka AB = CD, Z/ABC = ZCDE, BC = DE, tad AABS = ACDE(mIm). Bet tas nozimé, ka AC = CE, papildy,
ZACE = 180° — LACB — ZECD = 90°, I\dz ar to varam aprékinat AE = VAC?2 + CE2 = ACV/2 péc Pitagora
teorémas.

Atliek vien ievérot, ka, ja més konstruéjam perpendikulu AX no A pret malu DE, tad ABDX ir taisnstaris un
lldz ar to AX = BD = BC + CD = AB + BC. Bet no trijstira nevienadibas trijstarm AEX izriet, ka

AB + BC = AX < AE — EX < AE = V2AC

Kas arT bija japierada.



0.

10.

Katru naturalo skaitli nokrasosim sarkanu, violetu, zilu vai dzeltenu t3, ka katru violeto skaitli var izteikt ka
sarkana un zila skaitla summu un katra sarkana un zila skaitla summa ir violeta. Vai iesp&jams, ka katru
krasu esam izmantojusi bezgaligi daudz reizu?

Risinajums: Nokrasosim visus naturalus skaitlus n, kas izsakami ka n = 4k kaut kadam naturalam k dzel-
tenus, visus skaitlus forma n = 4k — 3 zilus, visus skaitlus forma n = 4k — 2 sarkanus un visus skaitlus forma
n = 4k — 1 violetus.

Katrs naturals skaitlis noteikti ietilpst viena (un tikai viena) no augstakminétajam kategorijam, tatad ne-
esam nokrasojusi nevienu skaitli vairak ka viena krasa. Turklat katra krasa tiks izmantota bezgaligi daudz,
jo k var bat jebkurs naturals skaitlis.

Visbeidzot, katru violeto skaitlin = 4k — 1 var izteikt kdn = (4k —2)+ 1, kur1 =4 —3irzilsun 4k — 2 ir
sarkans. No otras puses, jan =4k — 2 irsarkansunm = 4k —3ir zils,tad n+ m=8k—-5=4(2k—-1)—1ir
violets. Tatad dotais krasojums strada.

7 komandas biedri ierodas uz olimpiadi un sparigi risina uzdevumus. P&c visu uzdevumu atrisinasanas
skoléni panem savus zZimulus, bet izradas, ka dazi no biedriem ir panémusi cita rakstamo.

Skoléni izdomaja metodi, ka apmaintties atpakal ar zimuliem: Cetri no skoléniem sastajas aplt un nodod
savu zimuli pa labi esoSajam. Sauksim So apmainu par “soli”. Péc katra sola izpildes, apli stavosSie Cetri
skoléni drikst mainities ar vietam, ka arT pamest apli un sava vieta ielaist skolénu, kas iepriek3&ja solt nav
bijis apli. Péc tam apli esoSie skoléni atkal veic zimuju padoSanu pa apli, tadéjadi veicot jaunu soli.

Vai atkartoti izpildot Sis darbibas, visiem skoléniem ir iesp&jams atgat savus zimujus?

Risinajums: levérosim, ka, ja vairakas reizes atkartojot doto operaciju varétu panakt, ka jebkuri divi skoléni
varétu apmaintties ar rakstamajiem nemainot citu skolénu rokas esosos rakstamos, tad batu |oti vienkarsi
visiem apmaintties atpakal.

Proti, ja Andrim rokas ir P&tera rakstamais, tad Andris varétu apmaintties ar P&teri ar rakstamajiem, un Pé-
terim rokas batu vina pasa rakstamais. Ta ka darbiba papildu nemaina neviena cita rokas esoSo rakstamo,
tad turpmak izpildot darbibu, P&tera rokas eso3ais rakstamais nemainas. Tas nozimé, ka més varétu Joti
vienkarsi atkartot darbibu virkni - izvéléties skolénu ar nepareizo rakstamo, izvéléties skolénu, kam rokas
ir pirma skoléna rakstamais - un palielinat skolénu, kam rokas ir pareizais rakstamais skaitu vismaz par
vienu. L1dz ar to vajadzétu ne vairak ka septinus Sada veida solus, lai visi skoléni apmainttos atpakal ar
rakstamajiem.

Izvélésimies piecus skolénus - A, B, C, D, E- un pienemsim, ka tiem rokas ir attiecigi rakstamie a,b,c,d,e.
Atkartosim Cetru skolénu apmainas soli tris reizes ka paradits 2. zZimé&juma, un panaksim, ka A un E ir
apmainijusies ar rakstamajiem, kamér visi paréjie vél aizvien tur savus sakotné&jos rakstamos:

e e b a
E E E E
dD. : CD_ \ CD. . dD_ .
<—\'AGH c Ad— < cAe— cAe
€ '\d/ p ¢ . a€ | € .
B B B B
b a d b

2.z2Im.

Lai gan 3. rotacija neizskatas péc tadas, to var parveidot par apli, ja skoléni nomaina savu izvietojumu
telpa. levérosim, ka 3o tris solu rezultata, A un E ir apmainijusSies ar rakstamajiem, savukart visi pargjie
skoléni ir palikusi ar tiem paSiem rakstamajiem, ar kuriem saka.

Bet péc augstakminéta, ja Sada veida apmainu iesp&jams izveidot no dotajiem soliem, tad visiem noteikti
iesp&jams apmaintties atpakal.



11. Izmantojot ciparus 1,2,3,4,5 katru tieSi vienu reizi, izveidot skaitli, kuram ir mazakais attalums Iidz ta
tuvakajam kvadratam. Pieméram, ja izveido skaitli 14352, ta tuvakais kvadrats ir 1202 = 14400, lidz ar to
attalums ir 48.

Risinajums: levéro, ka skait|a ciparu summa bads 15, ta atlikums 6 (mod 9). No otras puses, naturala skait|a
kvadrats var dot tikai atlikumus 0,1, 4,7 dalot ar 9, tapéc attalums starp skaitli un tuvako kvadratu noteikti
ir vismaz 1.

Talak ir vairaki veidi, ka tikt pie ta, ka atskiriba tiesam ir 1. Zemak dots viens no iesp&jamajiem veidiem
tam, ka turpinat. Tas neb0t nav vienigais pareizais risinajums.

Turklat, lai at3kirTba tieSam batu viens, ta ka y = x> + 1 dod atlikumu 6 dalot ar 9, tad tuvaka kvadrata x?
Ciparu summai ir jabat 7 vai 5, bet tikai 7 ir iesp&jama kvadrata atlikuma dalot ar 9 vértiba, un tadé| ar
jaizpildas tam, ka masu skaitlis y = x? — 1. Tas nozimg, ka x ciparu summa ir 4 vai 5, jo tie ir vienigie skaitli,
kuru kvadrati dalot ar 9 dod atlikumu 7.

Talak ievero, ka mazakais y ir 12345 un 1112 = 12321, lielakais skaitlis ir 54321 un 234% = 54756. Lidz ar
to 111 < x < 234. Mekléta skaitla ciparu summa ir 4 vai 5 (ir tieSi 14 kandidati).

Kvadrati var beigties tikaiar 0, 1,4, 9,6, 5, tatad y = x> — 1 beigsies ar 9,0, 3, 8, 5 vai 4. SkaitlT y ir tikai cipari
1,2,3,4un 5, tatad der tikai 3,4, 5, Iidz ar to x beigsies ar 2,4, 5,6 vai 8.

Ta ka ciparu summa ir 4 vai 5, tad skaitlis var beigties tikai ar 2 vai 4. L1dz ar to ir tikai 3 iesp&jami varianti
robezas no 111 Iidz 234: 112,122,212.

Talak veicot parbaudi redzam, ka 112 - 112 = 12544 = 12543 + 1, 'dz ar to mazakais attalums patieSam ir
1 un meklétais skaitlis ir 12543.

12. Atrast mazako naturalo skaitli n, lai batu iesp&jams pilntba noklat patvaligu Saurlenku trijstdri izmantojot
ne vairak ka n vienadsanu trijstarus!

Risinajums: Pieradisim, ka jebkuru Saurlenka trijstari ABC var pilntba noklat izmantojot 3 vienadsanu trij-
stdrus. levérosim, ka ABC apvilktas rinka ITnijas centrs O atrodas trijstara iekSpuse, jo ABC ir Saurlenku. Lidz
ar to trijstari AABO, ABCO, ACAO visi atrodas trijstira ABC iekSpusé, un pilniba to sadala. No otras puses
AO = BO = CO =R, jo Oir apcentrs. Tatad AABO, ABCO, ACAO visi ir vienadsanu.

Pienemsim, ka divi vienadsanu trijstari sadala ABC. Tad noteikti eksisté punkts D tads, ka AD, BD vai CD ir
dalljuma linija. Pienemsim, nezuadé&jot visparinu, ka AD ir dalijuma linija, tad ABD un ACD ir vienadsanu
trijstari. Skirosim gadijumus péc ABD un ACD virsotnes lenka pozicijas:

i) Ja ZADB = « ir virsotnes lenkis un ZADC = 180° — ZADB = 180° — « ir virsotnes lenkis, tad ZABD =
ZDAB = 90° — § un ZDAC = ZDCA = §. Bet tad ZBAC = 90°.

ii) ZADB = « ir virsotnes lenkis un ZDCA ir virsotnes lenkis, tad ZABD = ZDAB = 90° — 5, un ZADC =
ZDAC = 180° — a.. Bet tad ZBAC = 270° — 32 = 3/ABC. Tatad 3aja gadijuma £BAC = 3/ABC.

iify ZADB = « ir virsotnes lenkis un ZDAC ir virsotnes lenkis, tad ZABD = ZDAB = 90° — §, un ZADC =
ZDCA = 180° — . Bet tad ZACB = 180 — o = 2ZABC. Tatad Saja gadijuma ZACB = 2/ABC.

iv) ZABD = « ir virsotnes lenkis un ZDCA ir virsotnes lenkis, tad Z/BDA = ZDAB = 90° — §, un ZADC =
ZDAC = 90° + . Bet tad ZBAC = 180°, pretruna.

V) ZABD = « ir virsotnes lenkis un ZDAC ir virsotnes lenkis, tad ZBDA = ZDAB = 90° — &, un ZADC =
ZDCA = 90° + . Bet tad ZDAC = 180° — 2 - ZADC = —a, pretruna.

Vi) ZBAD = « ir virsotnes lenkis un ZDAC ir virsotnes lenkis, tad ZBDA = ZABD = 90° — §, un ZADC =
ZDCA = 90° + . Bet tad ZDAC = 180° — 2 - ZADC = —q, pretruna.

Tie ir visi iesp&jamie gadijumi (paré&jie ir simetriski). levérosim, ka esksité trijstaris ar lenkiem 25°,35° 30°,
un tam neizpildas neviena no gadijumos aprakstitajam Tpasibam (£ZBAC = 90°, ZACB = 2/ABC,/BAC =
3/ABC() neatkarigi to ta kur atrodas dalijjuma linija.



13.

14,

15.

Pieradrt, ka jebkuru polinomu ar realiem koeficientiem p(x) var “sadalit” divos polinomos f(x) un g(x), proti
atrast tadus f(x) un g(x), ka p(x) = f(x) + g(x), ta, lai izpilditos f(1) = g(2) = 07 Vai Sis sadalijums ir vienigais
iespéjamais?

Risinajums: Apskatisim f(x) = p(2)(x — 1) = p(2)x — p(2), tas ir pirmas pakapes polinoms ar realiem
koeficientiem, turklat f(1) = f(2) -0 = 0. Un g(x) = p(x) — f(x) = p(x) — p(2)(x — 1), tas ir polinoms ka
divu polinomu starpiba, un g(2) = p(2) — p(2)(2 - 1) = 0. Lidz ar to g(2) = f(1) = 0, un g(x) + f(x) =
p(x) — f(x) + f(x) = p(x), dz ar to katram polinomam tieSam eksisté prasitais sadalljums.

levérosim, ka tas nav unikals, jo, pieméram der arT dalfjums f(x) = p(2)(x = 1) + (x — 1)(x — 2) un g(x) =
pP) —pR)x=1) = (x = 1)(x = 2).

Cik dazados veidos var nokrasot trijstdra piramidas skaldnes, ja dotas n dazadas krasas? Ja divi krasojumi
atSkiras tikai ar piramidas rotaciju, tad uzskatisim tos par vienadiem.

Risinajums: Izvéléties 4 krasas ar atkartojumiem no n krasam var C4 veidos. Dazadas figaras ar vienadi
izvélétam krasam rodas tikai tad, ja izvélas tieSi 4 daZadas krasas, tad veidojas divi dazadi krasojumi; C;
ieskaita tikai vienu no tiem. Lai pievienotu paréjos, japieskaita, cik veidos no n krasam var izvéléties tiesi 4
krasas - C7.

G+ C=ll g i = B 4 s = (4 3)(n +2)(n+ D+ n(n —1)(n - 2)(n - 3)).

Vai eksisté naturali skaitli x,y, z, kam izpildas x? + y? + 2> = kxyz, ja

a) k=3,
b) k=27
Risinajums:

a) Ja, pieméram, x=1,y=1,z=2.

b) Pieradisim, ka vienadojumam x? + y? + z2 = 2"xyz nav atrisindjumu nevienam naturalam n.

Pienemsim, ka eksisté kaut viens atrisinajums, tad noteikti eksisté arT “mazakais atrisingjums”, proti
atrisinajums x, y, z tads, ka x + y + z ir mazaka iesp&jama starp visiem atrisinajumiem x., y, z.

Ja visi skaitli ir para, x = 2a,y = 2b,z = 2¢, tad vienadojums partop par

4(a® + b% + ) = 2" 3abc
a? +b%+c2=2""abc

Esam atraduSi mazaku atrisindgjumu kadamm =n-+1,joa+b+c< % Ta ir pretruna.

LTdz ar to vismaz viens no x, y, z ir nepara. levérosim, ka visi skaitli nevar bat nepara, jo tad x? + y? + 72
ir nepara, bet 2"xyz ir para. Tatad ar to tieSi divi no x,y,z ir nepara un viens ir para. Nezaudégjot
visparibu, pienemsim, ka x = 2a. Tad 4a? + y? + 72 = 2"t 'ayz. levérosim, ka 2"+" noteikti dalas ar 4,
jo nir naturals. Tade| 4a® + y? + 2% arT jadalas ar 4. Tatad x? + y? jadalas ar 4, bet nav tadu nepara
skait]u, kuru kvadratu summa dalitos ar 4: (2u — 1)2 + (2v —1)? = 4(u? +v?) — 4(u +v) — 2 nedalas ar
4 nevieniem u, v.



