O anverta kopa 2018

Komandu olimpiade matematika
Atrisinajumi 9. klasei

1. Votivapu valoda visi vardi sastav tikai no burtiem X, D un A, turklat vards nedrikst sakties Iidzskani vai
beigties ar patskani. Cik dazadu vardu pastav Votivapu valoda, ja zinams, ka katra varda ir vismaz viens
burts un ne vairak ka 70 burti? (X un D ir ldzskani, A - patskanis).

Risinajums: Pieradisim, ka jebkuru vardu Votivapu valoda ir iesp&jams parveidot par 70 burtus garu virkni,
kas sastav no burtiem X, D, A, sakas ar A un satur vismaz vienu Iidzskani (Sada veida virknes sauksim par
“labam virkném®”) tiesi viena veida un otradak.

Konstrukcija ir sekojoSa: sakot ar jebkuru vardu Votivapu valoda, tam beigas pierakstisim tam gala burtus
Alidz tas ir 70 burtus gars. levérosim, ka virkne sakas ar patskani un ka Saja virkné noteikti ir vismaz viens
lfdzskanis, jo visi vardi Votivapu valoda beidzas ar Iidzskani un sakas ar patskani. Tatad $1virkne ir laba
virkne.

No otras puses, ja més sakam ar jebkuru labu virkni, tad veids, kura més ieglstam Votivapu valodas vardu
ir sekojo3s: no virknes beigam izdzéSam visus patskanus I1dz uzduramies Iidzskanim, més noteikti tatad
uzdursimies, jo katra laba virkne satur vismaz vienu lidzskani. Sis vards sakas ar patskani, jo katra laba
virkne sakas ar patskani, un beidzas ar lidzskani jo visus patskanus no virknes beigam esam izdz&susi.
Lidz ar to patieSam esam ieguvusi vardu Votivapu valoda.

levérosim, ka abas metodes atgriez viena otru, proti ja sakam ar vardu Votivapu valoda, ieglstam labu
virkni izmantojot pirmo metodi un tad no Sis virknes ieglistam sakotnéjo vardu. Lidzigi otra virziena.

L1dz ar to, ieglstam, ka Votivapu valodas vardi ir tieSa atbilstiba ar labam virkném, tatad Votivapu valoda
ir tieSi tikpat daudz vardus, cik labu virknu. levérosim, ka pirmo burtu varam izvéléties 1 veida, paréjos
69 burtus 3 veidos, lidz ar to ir 3°9 virknu garuma 70, kas sakas ar patskani. Un ir tiesi viena virkne, kura
nesatur vismaz vienu Iidzskani (virkne, kas sastav no visiem patskaniem), Iidz ar to ir 3%° — 1 laba burtu
virkne.

Lidz ar to Votivapu valoda ir 3%° — 1 vards.
2. Uz galda stav tris dazadas cepures: zala, dzeltena un sarkana. Reinis, Eliza un Toms katrs uzvelk vienu no
cepurém. Zinams, ka izpildas tiesi viens sekojosajiem apgalvojumiem:
(a) Reinim galva ir zala cepure
(b) Ehzai galva nav zala cepure

(c) Tomam galva nav sarkana cepure

Vai zinot So informaciju iesp&jams noteikt kadas krasas cepure ir galva katram cilvékam?

Risinajums: 3, veicot parlasi var noskaidrot, ka vienigais iesp&jamais patiesais apgalvojums ir ¢). Tada
gadijuma zala cepure ir Elizai, dzeltena ir Tomam un sarkana Reinim.

3. Mikumir 33 peonijas un 64 pienenes. Puku tirgQ pie viena tirgotaja par 7 pieneném varéja iegdt 3 peonijas,
bet otrs pardevéjs mainija 2 peonijas pret 12 pieneném. Vai atkartoti mainot pukes 3aja tirgd, Mikus var
ieglt tieSi 2018 pukes?

Risinajums: No sakuma ir 33 4+ 64 = 97 pukes - nepara skaits. Apmainas tirgd maina puku skaitu par
7 -3 =4vai12 -2 =10 pukém - para skaitu. Tatad veicot apmainas var iegat tikai nepara skaitu puku,
bet 2018 ir para skaitlis.



4. Atrast lielako naturalo x, kuram v/x2 + 9x ir vesels skaitlis!
Risinajums:

VX2 +9x=a a-vesels skaitlis

X+ x2=a°
(x+g)2—%1=az
(x+§)2—02:%1

(x+;+a)(x+g—a):%

(2x+ 9+ 2a)(2x+9 — 20a) = 81

Abas iekavas ir veseli skaitli, tapéc parlasam skait|a 81 dalitajus:

2x+9 + 20 =81 2X+9 + 20 =27 2X+9+20=9
2X+9—-2a=1 2X+9—-2a=3 2X+9—-2a0=9
x=16 XxX=3 x=0

Esam ieguvusi, ka lielakais x, pie kura v'x2 + 9x ir vesels skaitlis, ir 16.

3

2.z2im.

1.z2ZIm.

5. Vai 1. Zimé&juma attéloto laukumu iesp&jams pilntba noklat izmantojot 2. zZim&juma attélotas figtras (tas
nedrikst parklaties)?

Risindjums: Apskata krasojumu, ka paradits 3. Zimé&juma:

3.zim.

Krasojuma ir 7 balti, 6 gaiSi peléki un astoni tumsi peléki laucini, bet katra figlra noklaj tieSi vienu laucinu
no katras krasas. Tatad doto laukumu nav iesp&jams noklat ka prasits.

6. Zinams, ka x un y ir naturali skaitli. Dalot skaitli x ar y, rodas atlikums 24, bet dalot 2x ar y, atlikums ir 11.
Noteikt y vértibu!



10.

Risindjums: No dota x = ny + 24,2x = my + 11 (m,n € N). 2x = 2(ny 4+ 24) = 2ny + 48.

2x=my+ 11
2x = 2ny + 48

my + 11 =2ny + 48
y(m—2n) =37

Skaitla 37 vienigie dalitaji ir 1 un 37. m — 2n un y ir naturali skaitli, tadé|l y = 37 vaiy = 1. y = 1 neder, jo
dalot ar 1 nevar iegtt atlikumu 24. Tatad y = 37.

ABCD ir kvadrats ar malas garumu 1. T, U un Vir attiecigi BC, AD un AB viduspunkti. M - nogrieznu BU un VT
krustpunkts. Aprékinat ABMV laukumu!

Risinajums: S(VBT) = 1. AVBM ~ ATUM(¢¢(), lidzibas koeficients 1 : 2. Tatad {4 = 3 un ¥ = 1.
Trisstariem AVBT un AVBM no B vilktais augstums sakrit, tatad to laukumi ir proporcionali pamatiem.
S(BMV) = §S(VBT) = § - § = 7.

. Pa apli sarakstiti vairaki pozitivi skaitli ta, ka katrs skaitlis ir vienads ar kvadratsakni no abu blakusesoSo

skaitJu reizinajuma. Atrast visu uzrakstito skaitlu reizinajumu, ja zindms, ka viens no skaitliem apltir 1.

Risinajums: Vispirms ievérosim, kaja0 < a < b, tad a®> < ab < b?, lidz ar to aria < vab < b. Tatad
jebkurs skaitlis virkné ir ne lielaks ka lielakais no abiem blakusesoSajiem skaitliem.

Apskatam lielako skaitli, kas ierakstits aplT (ja tadi aplt ir vairaki, izvélamies vienu no tiem). Lielakais skaitlis
noteikti ir ne lielaks, ka tam blakus esoSie skaitli. Tatad abi blakusesoSie skaitli ir vienadi ar lielako skaitli,
jo ja tie batu lielaki, ta bdtu pretruna. Atkartoti pielietojot iepriek3&jo spriedumu iegdstam, ka visi aplt
ierakstitie skaitli ir vienadi ar lielako aplt ierakstito skaitli.

Ta ka visi skaitliir vienadi, un skaitlis 1 paradas apli, tad visi skaitli vienadi ar 1. Tatad visu skait|u reizingjums
apltir1" =1.

Dots karSu namins, bavéts ka redzams attéla. Cik karSu ir namina ar k staviem ? Pieméram, 4. Zimé&juma
redzamajam naminam ir 5 stavi.

@ — k karSu. Varam ievérot, ka katru i-to stavu (i # k) veido i skaits karSu

Risinajums: Namina ir 3
"trijstariSu”. Apaksgja stava ir par k kartim mazak, neka, ja to veidotu "trijstarsi”. Tatad kopa mums ir 3

aritmeétiskas progresijas minuss k kartis.
Plakne nokrasota 8 dazadas krasas. Pieradi, ka uz tas var atrast divus vienas krasas punktus, starp kuriem
attalums centimetros ir vesels skaitlis!

Risinajums: |zvélamies 9 punktus uz vienas taisnes ar 1 cm intervaliem. Pé&c dirihlé principa vismaz 2 no
tiem bds viena krasa, ka art attdlums starp tiem centimetros bds vesels skaitlis.



11. Taisnlenka trijstara ABC hipotendza ir AC. Pieradtt, ka AB + BC < v/2AC.

Risinajums:
E
p
A T
X
| H L
B C D

Uz malas BC pagarinajuma atliksim punktu D t3, ka CD = AB. No punkta D konstruésim perpendikulu pret
malu CD. Uz perpendikula atliksim punktu E ta, ka ED = BC un ka E atrodas taja pasa puseé taisnei BD ka
punkts A.

Ta ka AB = CD, ZABC = ZCDE, BC = DE, tad AABS = ACDE(mIm). Bet tas nozimé, ka AC = CE, papildu,
ZACE = 180° — ZACB — ZECD = 90°, Iidz ar to varam aprékinat AE = vAC2 + CE2 = ACv/2 péc Pitagora
teorémas.

Atliek vien ievérot, ka, ja més konstruéjam perpendikulu AX no A pret malu DE, tad ABDX ir taisnstaris un
lldz ar to AX = BD = BC + CD = AB + BC. Bet no trijstlra nevienadibas trijstarm AEX izriet, ka

AB + BC = AX < AE — EX < AE = V2AC

Kas ar bija japierada.

X2
1337J
Piebilde: | x| ir lielakais veselais skaitlis, kas neparsniedz x. Pieméram |2.2| =2, |x| = 3.

(V1337n)2|  |1337n| _
1337 | | 1337

12. Cik dazadu vértibu var pienemt izteiksme ,ja 1 <x <1337 un xir reals skaitlis?

Risinajums: Ja x = v/1337n, n € N, funkcija var pienemt jebkadu vértibu n:

- N , e S| 12 13372 1
= . < < = =
[n] =n. 1 < x <1337, tatad funkcijas vértibas ir veselie skaiti intervala [{1337J ) { 1337 J] [{1337J ,[1337]]

[0,1337], tatad izteiksme var pienemt 1338 dazadas vértibas.

13. Telpa gu] 42 skoléni. Vinus uzmodina pavars, kurs tikko ieskré&jis telpa. Vin$ visiem pazino, ka vismaz
viens no klatesoSajiem vakar ir aizticis vina spageti makaronus, jo vins redzot vismaz vienu cilvéku, kura
seja ir netira ar spageti mérci. Neviens skoléns gan neatceras ieprieksSéjas dienas notikumus. Vini redz
visu paréjo sejas, bet ne savéjo. Pavars pazino, ka ritmiski sitis ar karoti pa katlu, 1dz katrs, kur$ zina, ka
vinam uz sejas ir mérce, bas piecélies kajas. Péc katra sitiena katram skolénam ir iespéja piecelties kajas.
Kad pavars sak sitienus, skoléni kluséjot skatas apkart un redz, ka neviens necelas kajas, bet péc tiesi 13
sitieniem kajas p&ksni piecelas vairaki skoléni. Cik skoléni piecélas kajas?

Piebilde: Saja skola ir visparzinams, ka pavars nespéj melot un tas, ka ka visi skoléni ir perfekti logiski
domajosi un patiesam celsies kajas, ja zinas to, ka viniem uz sejas ir spageti mérce. Skoléni sava starpa
nevar neka komunicét.

Risinajums: Ar matematiskas indukcijas metodi pieradisim, ka n cilvéki ar netiru seju piecelas péc n sitie-
niem.

Indukcijas baze: Ja tikai vienam skolénam batu netira seja, tad péc pirma sitiena vins pieceltos kajas, zinot,
ka vismaz vienam skolénam ir netira seja.



Induktivais pienémums: pienemsim, ka k cilvéki piecelas kajas péc k sitieniem. Induktiva pareja: Ja k + 1
cilvékiem ir netiras sejas, tad péc k + 1 sitieniem katrs no viniem to sapratis, jo citadi péc induktiva piené-
muma katram no viniem redzamie redzamie k cilvéki ar netirajam jau bdtu piecéluSiem péc k sitieniem.
Ta ka péc k sitieniem neviens nepiecélas, tad zinams, ka bez paréjiem k cilvékiem ir vél viens ar netiru seju
- tatad, vins pats.

Secinam, ka péc 13 sitieniem kajas piecelsies 13 skoléni.
14. Atrast visus veselos atrisinagjumus vienadojumam x* = y* — 65
Risinajums:
x*=y* - 65
y* —x* =65
> =X (> +x*)=13-5=65"1

levérosim, ka y? — x> < y? 4+ x%,tadélvainuy? — x> = 1uny? + x> = 65vai y> — x> =5un y? + x> = 13.

Jay?—x* = (y-x)x+y) =1, tady—x = x+y = 1,joy > x nozimé, ka y — x ir pozitivs. Bet tad
2y =(y—X)+ (y+x)=2=y=1,Iidzigi, x = 0. Skaidrs, ka tad x*> + y*> = 1 # 65, tatad vienadojumam nav
atrisinajumu.

Apskatam otru gadijumu:

{yz —x=5 Saskaitam abus vienadojumus
Y24+ x> =13
22 =18
=9
y=43
xX==42

Tatad vienadojumam ir 4 veseli atrisinajumi: (2;3),(2;-3),(—=2;3),(—2; -3).

15. Noteikt 6. Zziméjuma dotas rinka Iinijas radiusu! ‘

6. zim.
Risinajums: Piebilde: 6. zim&juma tika pienemts, ka dotie nogriezni ir savstarpégji perpendikulari, tomér
tas netika pietiekami atspogulots nedz formul&juma nedz zimé&juma. Tika pienemti gan risinajumi, kas
pienéma, ka lenki ir taisni, gan risinajumi, kas pienéma, ka tie nav taisni.

Risinajums, ja lenki tiek pienemti par taisniem:



B”

A

7.Zim.

Atliksim punktu E tadu, ka ABCE ir taisnstaris. legdstam, ka AE = BC = 15 un CE = AB = 12. Taka
/DCB = ZECB = 90°, tad D, C, B atrodas uz vienas taisnes, Iidz ar to DE = DC + CE = 20. Péc Pitagora
teorémas trijstari ADE ieglstam, ka AD = V/AE2 + DE? = 25, Lidzigi trijstari BCD, DB = vVAC2 + CD?2 = 17.
Pagarinasim nogriezni BC I1dz ta krustpunktam ar rinka liniju F. Ta ka ZABF = 90°, tad AF ir rinka Iinijas
diametrs, turklat ZABF = ZADF ka ievilkti lenki, kas balstas uz vienu loku. Bet tad ZADF = 90° = /B(CD,
un ZDBF = /DAF ka lenki, kas balstas uz vienu loku. Lidz ar to secinam, ka DBC lidzigs FAD. Lidz ar to
dfracAFAD = 82, tatad AF = 4208 — 2317 — & — 281 Bet AFir diametrs, lidz ar to radius is 14¢.
Atrisinajumes, ja lenki ir patvaligi:

levérosim, ka lai garakais nogrieznis atrastos iekS rinka Iinijas, tas diametram jabat vismaz 15. Dotos no-
grieznus patieSam iespé&jams ievietot rinka Iinija kuras radiuss ir ? = 7,5. No otras puses, jebkura rinka
lMnija ar lielaku radiusu art ir iesp&jama: levietojam nogrieznus 15, 8, ta ka to bija iesp&jams izdartt rinka
lnija ar radiusu 7.5, tad to ir iesp&jams izdarTt arT jebkura rinka ITnija ar lielaku radiusu. Atleik vien ievérot,
ka nogriezni 8 vienmér varés pievienot Sai konstrukcijai. Lidz ar to radius var bat jebkurs skaitlis lielaks vai
vienads ar 7.5.



