O anverta kopa 2019

Komandu olimpiade matematika
Atrisinajumi 8. klasei

1. Vaivar atrast tadus 6 veselus skaitlus, lai no to paru summam septinas batu pozitivas, septinas — negativas
un viena vienada ar nulli?

Risindjums: Vispirms atrisinasim vienkarsaku uzdevumu - atradisim Cetrus skait|us - divus negativus un
divus pozitivus, ka tr1s no to paru summam bdtu negativas un tris - pozitivas.
Pieméramder3,2,-1,-4,jo3+2,3+ (-1),2+(=1)>0un -1+ (-4),3+(-4),2+(-4) <O.

Bet tas nozimé, ka skaitli 3,2,0,0, -1, —4 apmierina uzdevuma nosacijumus - ja apskatam 3,2, —1, —4 sav-
starpéjas summas tad ieglstam 3 pozitivas un 3 negativas. 0+ 0 = 0 dod mums nulles summu. Visbeidzot
paliek summas, kur tiesi viens skaitlis ir nulle, bet $ada gadijuma, ja esam otru skaitli izvélgjuSies pozitivu
tad ieglstam pozitivu summu, un ja negativu - tad negativu. Ta ka varam pozitivu skaitli izvéléties divos
veidos un nulli arT divos, tad kopa ieglistam 4 pozitivas summas. Lidzigi iegGstam 4 negativas.

Tatad kopa prasitie skait]i dod 7 pozitivas, 7 negativas un vienu nulles savstarp&jo summu, ka prasits.

2. Kada valstTir n pilsétas. Starp dazam no tam noorganizéti avioreisi. Starp katram divam pilsétam ir augst-
akais viens reiss. Katra pilséta pieejami tieSi 3 dazadi avioreisi. Katrs reiss savieno tikai 2 pilsétas, pa celam
nenolaiZoties citas. Katrs reiss “darbojas” abos virzienos.

Kadas ir iesp€jamas n vértibas?

Risinajums: Apskatisim visu avioreisu kopskaitu. No katras pilsétas iziet tieSi 3 avioreisi, lidz ar to ir 3n
"izejoSie” avioreisi. Bet skaitot avioreisus 3ada veida, katrs reiss tiek ieskaitits divreiz, jo savieno tieSi divas
pilsétas, un Iidz ar to ir izejo3s no tiesi divam pilsétam. Tatad kopa ir 2 dazadi avioreisi. Bet tas ir naturals
skaitlis tikai ja n ir para.

Jan < 4unirpara, tad n = 2, bet skaidrs, ka no katras pilsétas var iziet augstakais viens reiss péc uzdevuma

nosacijumiem. No ta secinam, ka ja uzdevuma nosacijumos aprakstita valsts eksisté, tad pilsétu skaits n ir
para un ne mazaks ka 4.

No otras puses katram para n ne mazakam par 4 Sada valsts eksisté: novietosim pilsétas regulara n-stdra
virsotneés. Divas pilsétas savienosim ar avioreisu, ja tas atrodas vien blakus otrai, vai ja starp tam (sekojot
daudzstara malam) ir tieSi § — 1 pilséta (ta ir pilséta, kas no dotas atrodas tiesi pretéji, ja sekojam garakajai
daudzstdra diagonalei).

1.zZim.

Ta ka katrai virsotnei ir tieSi divas malas un tieSi viena pilséta tieSi iepretim, tad no katras pilsétas iziet tieSi
3 avioreisi ka prasits.



Tatad n var bat jebkurs para skaitlis, kas lielaks ka 2.

. Atrast tadu Cetrciparu skaitli, ka nodzéSot jebkuru ta ciparu, iegttais skaitlis ir sakotnéja skait|a dalitajs.
Risinajums: Der, pieméram 1100. Ja nodz&Sam jebkuru vieninieku, tad iegtistam 100, ja nodz&éSam jeb-
kuru O tad iegdstam 110. Abi ir skaitla 1100 dalitaji.

. Dots para skaitlis n un kvadrats ar malas garumu 1. Pieradtt, ka kvadratu var sagriezt n trijstaros ta, ka
visiem trijstdriem ir vienads laukums.

Risinajums: Ta ka nir para, tad n = 2m, kur mir vesels skaitlis. Sagriezisim kvadratu m vienadas taisnstdra
strémelés ar augstumu 1 un platumu -, ka paradits 2. Zimé&juma.

A

2.2im. 3. zim.

P&c tam sagriezisim katru strémeli uz pusém pa diagonali, tadéjadi izveidojot divus vienadus taisnlenka
trijstdrus ka paradits 3. zim&juma.
Lidz ar to esam sagriezuSi kvadratu 2m = n vienados trijstaros, kuriem noteikti bas vienads laukums.
. Vai eksisté tadi dazadi naturali skaitli a,b,n,m, ka a" — b" = o™ — b™?
Risindjums: Nezaudgjot visparibu pienemsim, ka a > b un m > n, jo skaitli ir daZadi, un vienadiba ir
simetriska attieciba pret a un b, un m un n. Tad doto vienadibu varam parrakstit:

a"—b"=a" - p"

b _ph = g™ — g"

bn (bm—n _ 1) — an (am—n _ 1)

Bet b” < 0" un ™" —1 < g"~™ — 1, jo a,b naturali, un n,m — n arl naturali, tapéc b" (""" - 1) <
a” (@™~ — 1) un vienadiba nevar izpildities.
Tatad tadi skaitli neeksista.
. 9 x 9 kvadratiska rezgr uzrakstiti skait]i 1,2,...,81. Pieradit, ka noteikti var atrast 2 x 2 kvadratu, kura
summa ir lielaka par 137.

Risinajums: Katru 2 x 2 kvadratu viennozimigi nosaka ta augSéjais kreisais staris, un to var izvéléties ka
vienu no 8 x 8 apaksreZga ratinam. Tatad reZgl ir 64 2 x 2 kvadrati.

Ja pienemam preté&jo, ka neviena kvadrata summa nav lielaka par 137, kopéja 2 x 2 kvadratu summa nav

lielaka par 137 - 64 = 8768. Saja summa, katrs no 9 x 9 kvadrata starisiem ir pieskaitits vienreiz, katra
malas ratina divreiz, un ratinas, kas ir iekS&ja 7 x 7 kvadrata - Cetrreiz.

Skaidrs, ka summa bls mazaka iesp&jama, ja mazakos skaitlus novietosim iek3$gjas ratinas, tad nakamos
mal&jas ratinas, un lielakos visbeidzot stariSos. Bet pat Sada gadijuma summa bas vismaz

(81 +80+79+78)+2.(77+76+...+50)+4.(49+48+~~+1):318+2.127.%+4. 50549

Bet 8774 > 8768, pretruna. Tatad vismaz viena 2 - 2 kvadrata summa bas lielaka ka 137.

= 8774




7. Cik dazados veidos var katra kastite ierakstit + vai — zimi ta lai izteiksmes vértiba dalttos ar 3?

401020306030907

Risinajums: levérosim, ka skaitlim pieskaitot vai no ta atnemot citu skaitli, kas dalas ar 3, netiek izmaintta
sakotnéja skaitla dalamiba ar 3. Lidz ar to varam kastités pirms skaitliem 3,6, 9 ievietot gan +, gan — zZimi
neizmainot galéjas izteiksmes dalamibu ar 3.

Apskatisim atlikuSo izteiksmi: 4010207, veiksim pilno parlasi:

Izteiksme Dalas ar 3?
44+1+2+7=14 Né
44+1+2-7=0 Ja
44+1-2+7=10 Né
4-142+7=12 Ja
44+1-2-7=-4 Né
4-142-7=-2 Né
4-1-2+7=38 Né
4-1-2-7=-6 Ja

Tatad ir tris veidi ka ierakstit kastités + vai — ta, lai salsinata izteiksme dalttos ar 4.

Ta ka sakotnéja izteiksmé varam ierakstit + vai — pirms skaitliem 3, 6 vai 9 neizmainot izteiksmes dalamibu
ar 3, un ir 4 pozicijas, kur varam to izdartt, tad ir kopa 2 -2 - 2- 2 = 16 veidi ka izvéléties zimes.

Tas nozimé, ka kopa ir 3 - 16 = 48 veidi ka ierakstit zimes lai izteiksmes vértiba dalitos ar 3.
8. Dots, ka g, b un ¢ - pozitivi skaitli un abc = 1. Pieradrt, ka

a n b n C B
ab+a+1 bc+b+1 co+c+1

Risinajums: Vispirms izmantosim sakaribu abc = 1 lai parveidotu izteiksmes:

b _a b B ab B ab B ab
bc+b+1 a bc+b+1 abc+ab+a 1+ab+a ab+a+1
c ab c abc 1 1

catct1 ab catc+1 a?bctabctab a+1+ab ab+a+1
No ta seko, ka

a n b . c B a n ab N 1 _a+ab+1
ab+a+1 bc+b+1 ca+c+1 ab+a+1 ab+a+1 ab+a+1 ab+a+1

9. Katra bezgaliga ratinu reZga ratina nokrasota viena no 5 krasam ta, ka novietojot 4. Zimé&juma attéloto
fighru jebkur plakng, t3, lai figlras ratinas sakristu ar rezga ratinam, taja batu sastopamas piecas krasas.

4, Zim.

Pieradit, ka novietojot 5. zim&juma attéloto figlru jebkur plakng, ta, lai figlras ratinas sakristu ar rezga
ratinam, ari taja bls sastopamas visas piecas krasas.

Risinajums: Sauksim 4. zZimé&juma attéloto figdru par krustu, un 5. ZiImé&juma attéloto figlru par 5 x 1
taisnstari.

Pienemsim, ka kada 5 x 1 taisnstdrT neparadas kada no piecam krasam, teiksim zila. ST figara iekrasota
peléka 6. Zimé&juma.



a b C

6.zZIm.

Bet tad, katram no burtiem a, b, ¢, vismaz viena no divam ar So burtu apzimétajam rdtinam bas zila, jo
pretéja gadijuma basim atradusi krustu bez zilas krasas, pretruna. Bet péc Dirihlé principa, vai nu ar zala-
jiem vai violetajiem burtiem apzimétajas ratinas vismaz divas bus zilas. Bet no ta seko, ka esam atradusi
krustu, kura ir divas zilas ratinas, un lldz ar to nevar paradities visas piecas krasas, pretruna.

Tatad katra 5 x 1 taisnstQrT var atrast visas 5 krasas.

10. Vai eksisté tads divciparu skaitlis n, kas nebeidzas ar nulli, ka starp skaitla pirmo un pédgjo ciparu ierakstot
patvaligu skaitu nullu, jaunais skaitlis
(a) vienmér dalas ar sakotnégjo skaitli n;
(b) nekad nedalas ar sakotnéjo skaitli n;
(c) dazreiz dalas un dazreiz nedalas ar sakotnéjo skaitli n?

Risinajums:
(a) Pieméram, 15 der, jo ievietojot pa vidu nulles, skaitlis vél aizvien beigsies ar 5, I1dz ar to dalisies ar 5,
un ta ciparu summa neizmainisies un paliks 6, [dz ar to skaitlis dalisies ar 3. Bet ja skaitlis dalas ar

3 un ar 5, tad tas dalas ar 15. Tatad ievietojot starp skaitla 15 cipariem patvaligu skaitu nullu, beigas
iegltais skaitlis vienmér dalas ar 15.

(b) Pieméram, 12 der, jo ievietojot patvaligu skaitu nullu, skaitla pédé&jie divi cipari bas “02", bet tas no-
ZImé, ka iegOtais skaitlis nedalas ar 4, jo ta pédéjo divu ciparu veidotais skaitlis nedalas ar 4. Bet 12
dalas ar 4, tatad jauniegatais skaitlis nekad nedalisies ar 12.

(c) Pieméram, 11 der, jo 101 = 11 -9 + 2 nedalas ar 11, bet 1001 = 11 - 91 dalas ar 11.

11. Sadalit regularu seSstdri a) 9 un b) 8 vienadas dalas.

7.21m. 8.zim.

Risinajums: Viens iespéjas dalljums a) gadijuma paradits 7. Zzim&juma un b) gadijuma 8. Zimé&juma. Nav
grati pieradrtt, ka dalas tieSam ir vienadas.



