Atverta
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2024

Uzdevumi 9-10 klasem

Uzdevumi uz atbildi

l.uzdevums Naturalu skaitli n sauksim par atvertu, ja n® < 2024 < 3". Cik daudz ir tadu
atvertu skaitju?

Atrisinajums. Apskatam dotas nevienadibas ka 2 atseviskas nevienadibas: n® < 2024 un
2024 < 3". leverojam, ka v/2024 = 12,6, tatad n < 12,6. Tacu 37 = 2187 un 35 = 729, lidz
ar ton > 6. Ta ka n ir naturals, tad mums der n = 7,8,9, 10, 11, 12, tatad kopa ir 6 atvert:
skaitli.

2.uzdevums Dots, ka > —y* = 2zy un x # y. Kada ir visu iespéjamo izteiksmes X2 vertibu

T—y
summa?
Atrisinajums. Ieverojam, ka

(x+1y)* = 2% +9° + 22y

(z—y)°

Atnemot otro vienadibu no pirmas, iegustam, ka

=2 +y* — 2xy

(z4y)* = (z—y)? = day
(z4+y)? = (r—y)? =22y
(z+y)° —(x—y)P?=2-(" — ¢
(z+y)?—(z—y)? =2 +y)(z—y)

Izdalot abas puse ar (z — y)?, iegistam, ka

r—y r—y
r—y r—y
(e 9. 2V 4y
r—y r—y

12 =2
Y
r—y



Lidz ar to visu iesp€jamo ﬁ—fz vertibu summa ir 1 +v2+1 -2 =2

3.uzdevums Dots, ka kaut kadam lepkim x

1 1
= (sinz — 5)2 + (cosz — 5)2

2024 2024

1
2
+ vertibu.

Aprekinat izteiksmes (cos x) (sinx)

Atrisinajums. Parveidosim doto vienadibu:

1 1 1
5= (sinx — 5)2 + (cosz — 5)2

2 2

1
— COoOST + —

4

1 1
5= (sinz)® —sinz + 1 + (cos z)

0 = (sinx)® —sinz + (cosz)?® — cosx
0=1-—sinx —cosx
sinx +cosx =1
(sinz)? 4+ 2sinzcosx + (cosx)? =1
2sinzcosx +1=1

2sinzcosx =0

Tas nozime, ka viens no sinz un cosz ir 0. Ta¢u mes zinam, ka (sinx)? + (cosz)? = 1. Ja

viens no sinx un cosz ir 0, tad otrs ir £1. Lidz ar to

(COS l‘)2024 + (sin :L')2024 =0+ (_1)2024 -1

4.uzdevums Kads ir lielakais Saha zirgu skaits, ko var ielikt 4 X 4 rutinu laukuma, ka neviens

zirgs neapdraud nevienu citu zirgu?

Atrisinajums. Lielakais zirgu skaits ir 8. Ieverojam, ka 4 x 4 rutinu kvadrata varam ielikt
ne vairak ka 8 zirgus, jo katrs zirgs aiznem vienu rutinu un apdraud vismaz vienu rutigu. Ta
ka kopa ir 16 rutinas, tad ir ne vairak ka 8 zirgi. leverojam, ka patieSam varam ielikt 8 zirgus

Saja rutinu kvadrata:



5.uzdevums Dota naturalu skaitju aritmetiska progresija, kuras pirmais loceklis a; = 2027.
Zinams, ka neviens no virknes locekliem nedalas ar skaitli 2027. Kads ir lielakais virknes
garums?

Atrisinajums. Lielakais virknes garums ir tiesi 2027, ko var sasniegt, nemot virkni
2027, 2028, 2029, - - - ,4053

Ta ka katrs virknes loceklis ir mazaks neka 2 x 2027, tad neviens no tiem nedalas ar skaitli
2027. Talak pieradisim, ka garaka virkne neder. Ieverojam, ka virknes locekli var izteikt ar

formulu
an, =2027+d(n—1)

Tas savukart nozime, ka, ja n > 2027, tad, apskatot asgos, ieguistam, ka

kas dalas ar 2027. Tas ir pretruna ar doto. Lidz ar to virkne nav garaka par 2027.

6.uzdevums Reali skaiti x,y,z apmierina vienadojumu sistemau

2 +1=2
Y24+ 1 =2z
224+1=2

Kada ir visu iespejamo x vertibu summa?



Atrisinajums. Sasummeéjot visas 3 vienadibas, ieglistam:

P21+ +14+22+1=2y+22+22
=204+ 14+y* —2y+1+22-224+1=0
(@ =1+ (y—1)*+(z=1)*=0

Ta ka skaitla kvadrats ir nenegativs, tad iegiistam, ka
(z—1)=(y—1)2=(z=1)2 =0

kas nozime, ka x = 1. Lidz ar to visu iespejamo x vertibu summa ir 1.

7.uzdevums Lielas ceturtdalas rinka linijas radiuss ir 6, un abi mazie pusrinkt savstarpeji
pieskaras. Cik liels ir iekrasotais laukums? Pienpemot, ka m = 3.

Atrisinajums. Redzam, ka liela pusrinka radiuss ir 3, apzimeéjam maza pusrinka radiusu ar
r. leverojam, ka, ta ka abi mazie pusrinki pieskaras, tad CF = 3+ un AC = 6 —r. Pec
Pitagora teorémas mums ir

AF? + AC? = CF?
32+ (6-7)%=(r+3)?
9+36—12r+1r>=1r>4+6r+9
18r = 36
r=2

Ceturtdalas rinka laukums ir i .- 62 =27,
Liela pusrinka laukums ir § - 7 - 3% = 2.
Maza pusrinka laukums ir § - 7 - 2% = 6.

Lidz ar to iekrasotas dalas laukums ir 27 — 277 — 6 = 7,5, un pienemta atbilde ir 7.



8.uzdevums Punkts N atrodas uz kvadrata ABC'D diagonales AC' un punkts M atrodas uz
nogriezna BC. AB =8, BM = 2. Kads ir summas BN + NM minimums?

A B

M

Atrisinajums. leverojam, ka DN = BN, Iidz ar to BN + NM = DN + NM. Skaidrs, ka
DN + NM minimums ir tad, kad punkti D, N un M atrodas uz vienas taisnes. Taja gadijuma
mums ir taisnlenka trijsturis M DC', kur DC' = 8, CM = 8 — 2 = 6. Pec Pitagora teoremas
mums ir DN + NM = 10.

9.uzdevums Cik daudz daZadi naturali trijnieki (z,y, z) apmierina vienadibu?
32% 4+ % = 622 + 2
Atrisinajums. Apskatot vienadibu pec atlikuma, dalot ar 3, iegtustam, ka

322 =0

62> =0

kas nozime, ka y? = 2. Tacu skaitla kvadrats nevar dot atlikumu 2, dalot ar 3. Lidz ar to ir
tiesi 0 tadu trijnieku, kas apmierina miusu vienadibu.

PS. [Seit varat palastt vairak par modularo aritmatiku.

10.uzdevums Dota funkcija f, ka f(f(x)) = 2? — 15z + 64. Kada ir f(8) vertiba?


https://en.wikipedia.org/wiki/Modular_arithmetic

Atrisinajums.

kas nozime, ka

Tacu pec dotas formulas

Lidz ar to

[everojam, ka

f8) = f(8)" —15- f(8) + 64
0= f(8)*—16- f(8) + 64
0=(f(8)—8)

f(8) =8

Pieradisanas uzdevumi

11.uzdevums

(2 + D) (2* +y*) +doyz +2+2(z+ 1D)(z+y) >0

Atrisinajums.

P+ 1)@ +y?) +dayz +2+2(z+1)(x+y) >0
2Py oy 24+ 2@zt yz o +y) >0
2+t P Ay + 2+ 202 + 2yz 4+ 20+ 2y > 0

(VP4 oyz+y+ayz+? Ptz tytaz+ D)+ (@ doyz ot oyz P dyz o +yz+1) >0
(yy+zz+1)+zziy+zz+ 1)+ (y+zz+1)+(zlz+yz+ 1) +yz(z+yz+ 1)+ (x+yz+1)) >0

kas ir patiess.

12.uzdevums

Atrisinajums.

Pieradit, ka realiem skaitliem x,y, z

Parveidosim doto nevienadibu:

(y+zz+1)2+(x+yz+1)2>0

Dota parabola y = —x*+ 22+ 3, kas krusto y un x asis attiecigi punktos A un
B. Punkts P koordinatas ir (1,4), punkts Q atrodas uz parabolas un atrodas virs taisnes AB.
Zinams, ka trijgsturiem APB un AQB ir vienads laukums. Kadas ir punkta () koordinatas?

leverojam, ka trijsturi APB un AQB dala kopigu malu AB, Iidz ar to, ja
tiem ir vienads laukums, tad nozime, ka punkts P un () atrodas vienados attalumos no taisnes
AB, jeb taisne P(Q ir paralela taisnei AB. Ja mes atrodam taisnes P formulu, tad tas 2.

krustpunkti ar y = —2? + 22 + 3 ir punkta @) koordinatas.

leverojam, ka A = (0,3), B = (3,0), lidz ar to AB = —z+ 3. Ta ka PQ ir paralela AB, tad to
var uzrakstit ka y = —x + k. levietojot punkta P koordinatas (jo punkts P pieder Sai taisnei),

ieglistam, ka

y=—x+k
4=—-1+k
k=5



Lidz ar to PQ = —x + 5, tas krustpunktus ar y = —2% 4 2z + 3 ir:
—z+5=—2+2r+3
2’ —3r+2=0
(x—1)(z—2)=0
Skaidrs, ka punkta @ x koordinatas ir 2. Lidz ar to y = —x + 5 = 3, jeb Q = (2, 3) Grafikus
var apskatit Seit.

Ja punkts B ir otrs krustpunkts ar x asi, (—1,0), tad mums ir AQ || BP. Taisnes BP
vienadojums ir 2z 4 3, tacu

2r +3=—22+2x+3
—22=0
=0

Lidz ar to punkts Q sakrit ar punktu A, tacu tas neatrodas virs AB, lidz ar to &1 atbilde neder.

13.uzdevums Dota virkne a,. Zinams, ka ay = 3, apy1 = ap, + 2v/a, +1 4+ 1. Atrast
visparigo virknes locekla formulu.

Atrisinajums. Parveidosim doto izteiksmi:

Uni1 = ap +2Va, +1+1

a1 = (Van + 1 +2Va, +14+1-1
1+ 1= (Van +1+1)°
Vi +1=va, +1+1

Definejam jaunu virkni b, = +/a, + 1. leverojam, ka b, ir aritmetiska progresija. Un b; =
Vay+1=2Tidzartob,=2+1-(n—1)=n+ 1. Tatad:

b, = va,+1
n+1=+va,+1
a,+1=n*>+2n+1

a, =n*+2n



https://www.desmos.com/calculator/euclvvd3a7

levietojot sakotneja vienadiba, redzam, ka §t virkne patiesam der.

14.uzdevums Dots, ka cetrstura ABCD apuvilktas rinka linijas radiuss 1r 5. Punkts E ir
AC un BD krustpunkts. BE = DE, CD = \/2DE, AC = 8. Aprékinat cetrstira ABCD
laukumau.

Atrisinajums. leverojam, ka, ta ka E ir BD viduspunkts, tad trijsturiem EDC un BEC
ir vienadi laukumi, jo tiem ir tas pats augstums un pamats. Lidzigi, ar1 trijsturiem AEB un
AFED ir vienadi laukumi. Lidz ar to ¢etrstura ABC'D laukums

Sapcp = Sepc + Spec + Saps + Sagp = 2(Sepc + Saep) = 2Sapc
Talak redzam, ka CD? = DE - DB, jo CD = +/2DE. Mums ir

CD DE

DB~ CD
Ta ka ZC' DB ir kopigs lenkis, tad trijsturis C DFE ir Iidzigs trijsturim BDC', no kura seko, ka
/ZDCA = ZDBC'. Ta ka abi lenki ir ievilkti, tad loki, uz kuriem tie balstas, ir vienadi, jeb
CD = AD. Lidz ar to punkts D atrodas uz nogriezna AC vidusperpendikula. Ta ka arT rinka
Iiijas centrs pec definicijas atrodas uz nogriezna AC' vidusperpendikula, tad mums ir DO LAC
un to krustpunkts F ir art AC' viduspunkts. No taisnlenka trijstura OFC varam aprekinat OF
pec Pitagora teoremas:

OC? = FC? + FO?
FO*=0C?—-FC*=25—-16=9
FO =3

Lidz ar to 1
SABCDZQSADCZQ‘§'AC'DF:8'(5—3):16



15.uzdevums Dots trijsturis ABC, kuram lenka /A, ZB un ZC lielumi veido aritmeétisko

progresiju tiesi $ada seciba. a, b un c ir lenkiem LA, /B un ZC atbilstosas malas garums.
Pieradit, ka

1 N 1 3
a+b b+c a+b+ec

Atrisinajums. Parveidosim doto vienadibu:

1 N 1 3
a+b b+ec a+bitc

1
b —)=3
(a+ +Cxa+b+b+c)
a+b+ec at+btc
+ -
a+b b+c
c s a
a+b b+c

c a
a+b+b+c:1
cb+c)+ala+b)=(a+b)(b+c)
be + 2 4+ a® + ab = b* + ab+ be + ac
A +a®—ac="V

b =c2+a?—ac

1+

=3

Atceramies, ka pec kosinusa teoremas mums ir
b =a® + ¢® — 2ac - cos B

Lidz ar to mums paliek vien pieradit, ka cos B = % Ta ka lenka ZA, /B un ZC lielumi veido
aritmetisko progresiju tiesi sada seciba, tad mums ir ZA = /B —d, ZC = /B +d, un

LA+ 4B+ /ZC =34B =180° = 4B =60°

skaidrs, ka cos 60° = %, lidz ar to uzdevums ir pieradits.



