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Finala uzdevumi 11-12 klasem

l.uzdevums Uz tafeles ir uzrakstiti skaitli
1-3,3-5,5-7,---,(4m + 3)(4m + 5)

kur m ir naturals skaitlis. Katru minuti Edgars izdzes 3 skaitus a, b, c no tafeles, un to vieta
uzraksta skaitls
(a+1)b+1)(c+1)—1—ab+1)—blc+1)—cla+1)
ab + bc + ca

_ . g . 7- L . . 8
Kad uz tafeles paliek tikai 2 skaitli x,y, pieradit, ka y > 8, ja zinams, ka x = 3.

Atrisinajums. Apziméjam jauno skaitli ar z. Noverojam, ka

(a+1)(b+1)(c+1)—1—a(b+1)—=blc+1)—cla+1)
ab + be + ca
abc+ab+bc+ca+a+b+c+1—-1—ab—a—bc—b—ca—a

ab + be + ca
abe

ab + be + ca

Tacu
1 ab+bc+ca 1 1 1
z abe a b ¢

kas nozime, ka uz tafeles uzrakstito skaitlu apgriezta summa ir invariants. Redzam, ka
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kas pierada prastto.

2.uzdevums Doti pozitivi reali skaitli a,b,c, ka abc = 8. Pieradit, ka
a? b? c?

V(L +a?)(1+b%) * VA +03)(1+3) * VI +E)(1+a?)

4
>
-3

Atrisinajums. Noverojam, ka

a2;—2_ (az—a+12)+(a+1) > V@ —at Dt ) =Vitad

Lidz ar to sakotneja nevienadiba parversas par
a? N b? N c
(@ +2)(*+2)  B*+2)(2+2) (2+2)(a®+2)

2

Y

1
3
Redzam, ka

a® b? c? 1
+ + > =
(@2+2)(*+2)  B*+2)(2+2) (2+2)(a>+2) — 3
3a*(c* +2) + 3b*(a* + 2) + 32 (* + 2) > (a* +2)(b* +2)(c* + 2)
3a%c® + 6a? + 3b%a® + 6b% + 3¢*b? + 6% > a?b2 A + 2a2A + 2b%a® + 27202 + 4a® + 4b* + 47 + 8
(a®b® + b*c? + ?a®) + 2(a® + V* + *) > a*b*? + 8 = T2

Noverojam, ka a2b® + b2c? + c2a2 > 3(abc)s = 48 un a2 + b2 + 2 > 3(abc)3 = 12, lidz ar to
pedeja nevienadiba ir patiesa, un uzdevums ir atrisinats.

3.uzdevums Doti naturali skait]i a,b, turklat “Tfl + bJjTl art ir naturals skaitlis. Pieradit, ka
LKD(a,b) <+a+b. Piezime: par a un b LKD sauc lielako skaitli, kas dala gan a, gan b.

Atrisinajums. Noverojam, ka

a+1+b+1_a2+a+b2+b

b a ab




Ta ka tas ir naturals skaitlis, tad mums ir
abla* +a +b* +b

kur z|y nozime, ka x dala y. Apziméjam a ar d-x un b ar d - y, kur d = LK D(a,b). Skaidrs,
ka LKD(z,y) = 1. Lidz ar to

abla® + a + b +b = d*zy|d®x® + dv + d*y* + dy
dry|dz® +x +dy* +y

Ta ka dz? + x + dy? + y dalas ar dry, tad tas dalas ar d. Lidz ar to

dldz® +z +dy* +y
dlz+vy
d?|dx + dy
d*|la+b

Skaidrs, ka, ja ulv, tad |u| < |v|. Ta ka a,b,d ir pozitivi, tad secinam, ka a + b > d?, jeb
d < +va+ b, kas pierada uzdevumu.

4.uzdevums Atrast visus naturalu skaitju trigniekus x,y,z > 1, kuri apmierina vienadojumu,
2% 4 7Y = 22 + 4.

Atrisinajums. Ieverosim, ka, ja x > 3, tad 7% = 22 + 4 (mod 8). Ta ka 7% = +1 (mod
8), 22 = 3 vai 22 = 5 (mod 8). Tacu naturala skaitla kvadrats var dot tikai atlikumu 0, 1
vai 4, dalot ar 8, tadel sadu naturalu skaitlu trijnicku nav. Ja x = 2, iegiist 4 + 7Y = 22 + 4
jeb 7Y = 22. Viegli ieverot, ka $o vienadojumu apmierina bezgaligi daudz skaitlu paru vy, z,
kuri izsakami forma y = 2k V k € N, z = 7F. legiistam bezgaligi daudz skaitlu trijnieku, kas
izsakami forma (2, 2k, 7%) visiem naturaliem skaitliem k. Visbeidzot, apliikosim gadijumu, kad
x = 1. leglistam izteiksmi 7Y = 22 + 2. Varam izmantot skaitla atlikumu, dalot ar 7. Skaidrs,
ka izteiksmes kreisa puse dalas ar 7, tatad arT laba dalas ar 7. Tatad z? = 5 (mod 7). Tomer
vienigie atlikumi, kurus var iegiit, naturala skaitla kvadratu dalot ar 7, ir 0, 1, 2, 4, tadel sadu
skaitlu trijnieku nav, un esam atradusi visus iespejamos naturalu skaitlu trijniekus.

5.uzdevums Dota realu skaitju virkne a,. Zinams, ka ay > as un 2a, = a,_1 + apy1 katram
n > 2. Kads ir lielakais iespéjamais sekojoso pozitiwo virknes loceklu skaits?

Atrisinajums. Ieverojam, ka
20p = Gp1+ Uny1 = Ay — A1 = Apy1 — Gy

Lidz ar to induktivi varam secinat, ka S$1 virkne ir dilstoSa aritmetiska progresija. Nemam
pietiekamu lielu a; un mazu d, kas ir negativs, varam garantet, ka eksiste jebkada galiga skaita
sekojosu pozitivu loceklu.

6.uzdevums Doti reali skaitli a, b, c, d, kuriem izpildas a-+b+c+d = 0 un a®>+b*+c2+d* = 12.
Atrast mazako un lielako tespejamo abed vertibu, ka ari pie kadam vertibam tas iespejams iegut.



Atrisinajums. Ieverosim, ka a?, b?, ¢, d* > 0, tadel varam izmantot AM-GM nevienadibu,
lai fegitu 12 = a? 4+ b* + 2 + d® > 4va2b2c2d? = Vabed jeb 81 > a?b?*c2d?. Lielako vertibu
iespejams sasniegt, kad a> = b* = ¢ = d*> = v/81 = 3. Tatad katrs loceklis ir +1/3. Ta ka
a+b+c+d =0, diviem nezinamajiem jabtt /3, un diviem jabtut —+/3. Tatad der, piemeram,
skaitlu vertibas a = b = —¢ = —d = /3. Lai atrastu mazako abed vértibu, varam pienemt, ka
ta ir negativa. Tatad vienam vai trim no nezinamajiem jabtuit negativam. Pienemsim, ka skaitlis
d ir negativs, savukart a,b,c > 0 (ja kads no locekliem ir 0, abcd = 0). Noa+b+c+d =0
varam izteikt d = —(a + b+ ¢). Tagad nepieciesams atrast mazako —abc(a + b+ ¢) vertibu jeb
lielako abc(a + b+ ¢) vertibu.

levietojot d = —(a + b + ¢) izteiksme a® + b* + ¢* + d? = 12, iegtst

@+ +E+(a+b+c)? =12

2a% + 2b% + 2¢% + 2ab + 2bc + 2ac = 12

a2+ b +c+ab+bc+ac=6

a® + b + 2 + 2ab + 2bc + 2ac = 6 + ab + be + ac

(a+b+c)*=6+ab+bc+ac

a+b+c=+v6+ab+bc+ac

Ieverosim, ka, a? + b2 + ¢ > ab + be + cd, jo, abas puses sareizinot ar divi un parnesot viena
puse, iegiist (a — )% + (b— )2 + (¢ — a)? > 0. Tatad ab + be + ac < CHtctabiberac _ 6 _ 3
Atgriezoties pie iesaktajiem parveidojumiem, redzams, ka
a+b+c=vV6+ab+bc+ac<\6+3=3

Tagad nepieciesams atrast lielako iespejamo abc vertibu. No a? + b? + ¢ 4 ab + bc + ac = 6
varam iegiit 6 = a® + b? + ¢ + ab + bc + ac > 6v/a*bict jeb 1 > abe. leglistam sistemu

abe <1
a+b+c<3

abc(a +b+¢) < 3 = abed = —abc(a + b+ ¢) > —3. So vertibu var iegut tikai tad, ja
a=b=c=1,d=-3.

7.uzdevums Dots trijsturis ABC ar incentru I. St trijstira ievilkta rinka linija pieskaras
malu BC punkta D. Punkti E| F ir izveleti ta, ka BE || AI || CF un £ZBEI = ZCFI = 90°.
Ja DE, DF krusto ievilkto rinka liniju punktos E' un F', pieradit, ka E'F' L AI.

Atrisinajums. No sakuma pieradisim, ka punkti £, I, F' atrodas uz vienas taisnes. Noverojam,
ka BE || Al || CF = ZCFI = 90° = ZFIA un ZBEI = 90° = ZEITA. Lidz ar to
JEIF = /FIA+ ZETA = 180°, un punkti F, I, F' atrodas uz vienas taisnes.

Ta ka AILEF, tad mums pietiek pieradit, ka EF || E'F’, lai pieraditu, ka E'F’'1 AI. Tatad
japierada, ka ZFED = /F'E'D.

Pieradisim, ka punkti I, F, B, D atrodas uz vienas rinka Imijas. Redzam, ka /BEI+/BDI =
90° + 90° = 180°, tad secinam, ka Sie punkti atrodas uz vienas rinka lnijas. Lidzigi ar1
punkti I, F,C, D atrodas uz vienas rinka Iinijas. leverojam, ka ZFED = ZIED = ZIBD un
LF'E'D = ZCDF' (pieskares lenkis) un ZCDF' = ZFIC, lidz ar to ZF'E'D = ZCDF' =
ZFIC. Talak mums pietiek pieradit, ka ZIBD = ZFIC.

Ta ka punkts [ ir incentrs, tad secinam, ka ZIBD + ZICD + ZIAC = 90°. Turklat, ta
ka punkti I, F,C, D atrodas uz vienas rinka liijas, tad mums ir ZFID + ZFCD = 180°.



Teverojam, ka /FCA = /IAC, ZACI = /DCI un /DIC = 90° — /DCI, tad

ZFID+ /ZFCD = 180°
LFIC+ ZDIC H+ ZDCI + LACT + ZFCA = 180°
LFIC +90° — ZDCI + 2£ICD + LI AC = 180°
LFIC+90° — ZICD +2/ICD + LT AC = 180°
LFIC+90° 4+ ZICD + LI AC = 180°
LFIC + ZICD + ZTAC = 90°

Ta ka ZIBD + ZICD + ZIAC = 90° un ZFIC + ZICD + ZIAC = 90°, tad secinam, ka
/ZIBD = /FIC, kas pierada prasito.




8.uzdevums Dots m x n rutinu taisnsturis, kura kreisaja apakséja rutina ir Saha bandinieks.
Maksims un Edgars spele sekojosu speli, veicot gajienus viens péec otra: katra gajiena speélétajs
bandinieku parvieto jebkura karminu rutina, kas dala malu ar ieprieksejo rutinu. Tacu ban-
dinieks nedrikst ieiet rutina, kura tas jau wr bijis. Edgars pirmais veic gajienu, un speli zaude
tas speletags, kurs kada bridi vairs nevar veikt atlauto gajienu. Kuram speletajam ir uzvarejosa
strategija?

Atrisinajums. Apskatam 2 gadijumus.

e Ja mn dalas ar 2, tad Edgaram vienmer ir uzvarosa strategija. Varam taisnstiri sadalit
ar domino kauliniem. Ieverojam, ka Edgars vienmeér var garantet, ka katra sava gajiena
bandinieks parvietojas iekSpus domino kaulinam, Iidz ar to pec Edgara gajiena Maksimam
vienmer vajag parvietot bandinieku arpus vienam domino kaulinam. Ta ka kopegjais
domino kaulinu skaits ir ierobezots, tad secinam, ka viena bridi Maksimam nebiis domino
kaulinu, kura vares parvietot bandinieku, un vins zaudes.

e Ja mn nedalas ar 2, tad Maksimam vienmér ir uzvarosa strategija. Soreiz taisnstiri
noklasim ar domino kauliniem, iznemot kreiso apaksejo riitinu. Saja gadfjuma Maksims
var garantet, ka katra sava gajiena bandinieks parvietojas iekspus domino kaulinam, un
Edgara gajiena bandinieks vienmer ieies jauna domino kaulina. Ta ka kopegjais domino
kaulinu skaits ir ierobezots, tad secinam, ka viena bridi Edgaram nebus domino kaulinu,
kura vares parvietot bandinieku, un vins zaudes.

9. uzdevums Maksims gaja pa ielu, kad vins peksni iedomajas teoretisku situaciju: turnira
katrs speletajs izspele tiest vienu speli ar katru no paréjiem speletajiem. Katra spele uzvarétajs
tegust 1 punktu, zaudétajs — 0, bet neizskirta gadijuma abi sanem % punktus. Peéc turnira
atklajas, ka katrs speletajs iequva tiesi pusi savu punktu spéles pret 10 spelétajiem ar zemako
punktu skaitu (Katrs no 10 spélétajiem ar zemako punktu skaitu iequva pusi savu punktu,

spelejot pret parejiem 9). Cik spelétaji piedalijas turnira?

Atrisinajums. Pienemsim, ka turnira ir z + 10 dalibnieki.

Apaksejie 10 sava starpa nopelnija (120) = 45 punktus.

Kad augsejie x sacentas sava starpa, vini nopelnija (92”) punktus.

Kad apaksejie 10 sacentas ar augsSejiem x, vini kopuma ieguva 45 punktus, jo puse no
punktiem, ko apaksejie 10 guva, tika izciniti pret augsejiem x.
(z+10)

2
) punkti, mes iegtustam vienadojumu:

Kad augsejie x sacentas ar apaksejiem 10, vini nopelnija — 45 punktus.
x+10

2

@—45+90+<x> = (“THO).

2 2

Ta ka visa turnira tika ieguti (

Tas noved pie:

(H;m) — 15+ (QJ)

2
x(r—1)
2 Y

(x 4+ 9)(x + 10)

— 45 +



22 4+ 192 + 90 = 180 + 22° — 2z,
22 — 21z 490 = 0.

Atrisinot So kvadratvienadojumu, iegtistam:
(x —15)(z — 6) = 0.

Tadejadi x var but 15 vai 6.
Ja x = 6, tad augsejie x ir nopelnijusi:

6\ () _ 4
() o

kas videji ir 5 punkti komandia, bet apaksejie 10 kopa ieguva 90 punktus, kas videji ir 9
punkti komandai. Veidojas pretruna, jo tad augséjam z komandam butu mazak punktu neka
apaksejam 10.

Tadejadi vienigais iespéjamais risinajums ir x = 15, un kopejais dalibnieku skaits ir:

15410 =[25].

10. uzdevums Maksims pavada dienu pludmalé un noléma savakt n akmentinus. Vins tos
sakartoja n kaudzités, kur katra kaudzité ir tiest 1 akmentins. Maksimam patik divas lietas
— lielas kaudzes un strikti noteikumsi. Vins izlema, ka vieniga darbiba, ko vins drikst veikt, ir
panemt vienadu daudzumu akmentinu no divam kaudzem, un apvienot sos akmentinus jauna
kaudze. Atrast, kads ir mazakais ne tuksu kaudzu skaits (izsakot ar n), kadu Maksims var iegut,
veicot galigu daudzumu atlauto gajienu.

Atrisinajums. Atbilde ir

1 , jan ir divnieka pakape
2 preteja gadijuma.

Mes sadalam risinajumu tris dalas.

1. dala: Konstrukcija divnieka pakapei

St dala ir acimredzama; no divam kaudzeém ar « un z oliem var izveidot vienu kaudzi ar 2z
oliem. Tadejadi mes varam sakt ar 2% kaudzem, katra pa vienam olim, un tas apvienot 28!
kaudzes ar 2 oliem. Atkartojam $o darbibu lidz ieglistam vienu kaudzi ar 2¥ oliem.

2. dala: Pieradijums gadijumam, kad n nav divnieka pakape

Pieradisim, ka, ja n nav divnieka pakape, tad nav iespejams izveidot vienu kaudzi. Pienemsim,
ka t > 1 ir nepara dalitajs skaitlim n. Mes apgalvojam, ka jebkura bridi vismaz viena kaudze
ir skaits, kas nav dalams ar ¢. Patiesam, ja tiek veikta darbiba (z,y) — (x — 2,y — 2,22) un
gadas, ka t dala x — 2z, y — z un 2z, tad pedégjais nosacijums nozime, ka ¢ dala ar1 z, tadejadi
t dala ar1 x,y. Tadel sakotneja konfiguracija visiem skaitliem butu jabut dalamiem ar t, kas
rada pretrunu. Tadejadi, ja gala rezultata buitu viena kaudze, tai butu jabut dalamai ar ¢, kas
nav iespejams.

3. dala: Konstrukcija gadijumam, kad n nav divnieka pakape

Vispirms atzimejam, ka pietiek pieradit gadijumu, kad n ir nepara. Ja x darbojas un mes
sakam ar 2z kaudzem, tad varam iegiit ¢etras kaudzes a,a,b,b, kur a + b = x, atkartojot
konstrukciju pirmajam z un pedejam z kaudzem. Tad apvienojam a,a iegtustot 2a un b,b
iegtistot 2b.



Tagad pieradam, ka, ja n ir nepara, tad ir iespejams sasniegt divas kaudzes ar 1 un n — 1
akmeniem. Pieradijums ir indukcija pec n, kur bazes gadijums n = 3,5 ir viegli parbaudams.
Induktivaja soli sakam ar

1,1,...,1—>1,1,1,n—3

—1,1,n—4,2
—-n—4,2,2
—n—44

Tagad, ja mums ir x, y, mes to varam parveidot par y — z, 2x. Nemot vera modulu n, katra
kaudze pec §s darbibas tiks reizinata ar 2. Tadejadi, ja So darbibu veicam ¢(n) — 2 reizes,
nonakam pie n — 1, 1, kas ir pieradamais rezultats.

11. uzdevums FEjot majas no pludmales, Maksims secinaja, ka akmenu kaudze izskatisies
labak mo augstaka punkta, tade] izlema uzkapt augsta koka. Kapjot augsa vins iedomajas
sekojosu uzdevumu: atrast visus respejamos skaitju parus x,y € Ny, kuriem 2% + 3Y ir naturala
skaitla kvadrats. Atrisinat Maksima uzdevumu.

Atrisinajums. Vienigie nenegativie veselo skaitlu risinajumi vienadojumam

20 4+ 3¥ = 2* (1)
ir (z,y,2) =(0,1,2),(3,0,3), (4,2,5).
Pieradijums: No (1) mums ir 2% > 2, t.i., 2 > 2.
Pienemsim, ka y = 0. Tad pec (1)

22 =(z—1)(=2+1), (2)
kas nozime, ka (z — 1,2 +1) = (2%,2%), kur 0 < @ < b un a + b = x. Tadgjadi

2=(2z+1)—(z—-1)=2"-2°, (3)

no ka izriet (a,b) = (1,2), kasnozmé zr =a+b=1+2=3un 2 =2+1=2'+1=3.
Tadejadi ir viens risinajums (x, z) = (3, 3).

Talak pienemsim, ka y > 1.

Apskatisim gadijumu, kad z < 2. Ja x = 1, tad pec (1) 2> = 2 (mod 3), kas nav iespéjams.
Tatad x # 1. levietojot © = 2k, kur k € {0, 1}, iegustam

3 = (2 —2")(z +2Y), (4)
no ka izriet (z — 2%, 2 + 2%) = (3%,3%), kur 0 < ¢ < d un ¢+ d = y. Tatad

22Z2k+1:(Z+2k)_(2—2k):3d—3023c+1—3cz2'3c, (5)

kas nozime, ka 3¢ < 2. Tadejadi ¢ = 0, kas dod 3¢ = 2! + 1 € {3,5}, no ka izriet k = 0
un d = 1. Citiem vardiem, y = c+d=0+1=1un z = 2¥ + 3¢ = 20 + 3% = 2. Tadejadi
vienigais risinajums ir (y, z) = (1, 2).

Visbeidzot, apskatisim gadijumu, kad z > 3. Ta ka y > 0, péec (1) z ir nepara skaitlis.
Tadejadi 3V = 1 (mod 8), kas nozime, ka y ir para skaitlis. Tadejadi y = 2w, kas ievietots (1)
dod



2% = (2 —3Y)(z + 3¥), (6)
no ka izriet (z — 3%,z +3%) = (2%,2Y), kur 0 < u < v un u + v = z. Tadejadi

2 -2 =(243") — (2 —3")=2-3", (7)
t.1.

21}—1 - 2u—1 — 3w. (8)

Jau > 2, tad 2|3", kas nav iespejams. Tadejadi u = 1, kas ievietots (2) dod

2V -3 =1, (9)

v — 1 nevar bt 1. Ja v —1 > 3, tad 2! dalas ar 8, bet 1 + 3“ nevar dalities ar 8 (skaitla
tris pakapes dod tikai atlikumus 3 un 1, dalot ar 8). Ja v — 1 = 2, tad vienadojums klust
22 — 3% =1, kas nozime, ka w = 1. Tadgjadi (v,w) = (3,1), no ka izriet s =u+v=1+3 =4,
y=2w =2-1=2un 2z = 2* 4 3% = 2! + 3! = 5. Tadejadi vienigais risinajums ir
(x,y,2) = (4,2,5).

Secinajums: Vienadojumam (1) ir tikai tris nenegativi veselo skaitlu risinajumi, proti,
(x,y,2) =(0,1,2),(3,0,3),(4,2,5).



