Atverta
kopa

2024

Finala uzdevumi 9-10 klasem

l.uzdevums Dota parabola y = x* — 3x — 4, kas krusto x asi punktos A un B (punkts A
atrodas pa kreisi punktam B) uny asi punkta C. Punkts P ir punkts zem taisnes BC un atrodas
uz parabolas. Atrast lielako laukumu trijsturim PBC' un ta briza punkta P koordinatas.

Atrisinajums. No sakuma aprekinasim punktu A un B koordinatas:

22 —3r—4=0
(x—4)(z+1)=0

Ta ka punkts A atrodas pa labi punktam B, tad mums ir A = (—1,0) un B = (4,0) Ta ka
punkts C atrodas uz y ass, tad C = (0,0* —3-0 — 4) = (0,—4). Defingjam punktu Q, kas
atrodas uz taisnes BC un P(Q) ir paralela y asij.

Noverojam, ka Sppc = Scpo+Sprg = %(PQ-hC+PQ-hb) = %-PQ-(hc+hb) = 2PQ, kur h, un
hy ir attiecigi distance no C' un B lidz taisnei P(Q). Lidz ar to Sppc sasniedz maksimumu tad,
kad nogriezna PQ garums ir maksimals. Taka BC =x —4, tad PQ =2 —4— (2?2 -3z —4) =
—2? + 4z = —(x — 2)? + 4, kas nozime, ka PQ < 4, jeb Sppc maksimums ir 2PQ = 8. Taja
bridi punkta P koordinatas ir (2,22 —3-2 —4) = (2, —6)



2.uzdevums Doti pozitivi reali skaitli x,y, z, kas apmierina sakaribu xyz = 1. Pieradit, ka

$3+y3 y3+23 2’3+I3

> 2
2+axy+y? yityzr+22 224z +a?T

Atrisinajums. Noverojam, ka

2 — xy + 92 - 1
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jo
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v +ay+y? T3
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Tacu 2(z +y + 2) > 2 - 3YTyz = 2, un uzdevums ir pieradits.
3.uzdevums Atrast, cik daudz dazZadus skaitlus iespejams izteikt forma %, kur m € N,

m € {1,2,3,...,100}.

Atrisinajums. Apzimesim Sos skaitlus ar a,. leverosim, ka varam izteikt a, = mg”j;er =
1+ mgm_;f‘JrQ. Ja pastav tadi dazadi p, ¢, kuriem a, = a,, p, ¢ € {1,2,...,100}, varam teikt, ka
p—4 __ _q—4

pP-p+2 T ¢*—q+2

P-4 —q+2)=@-4@"-p+2)
pq® —pq+2p —4q° +4q — 8 = qp* — qp + 2¢ — 4p” + 4p — 8
PP —pg+2p— 4P +4g—8—qp® +qp—2q+4p* —4dp+8=0
pg* —qp® —pg+ap+2p —4Ap+4q—2¢ —4¢° +4p° —8+8 =10
(P—q)(pg—4p—49+2)=0

Takap # q, p—q # 0, tadel jaizpildas pg —4p—4q+2 = 0. Veicot parveidojumus, varam iegtt
pq—4p—4qg+16 = 14 jeb (p—4)(q¢ — 4) = 14. Vienigie naturalo skaitlu pari, kuru reizinajums
ir 14, ir (7,2) un (1, 14). Tatad der vienigi skaitlu pari (p,q) = (5, 18), (18,5), (11,6), (6, 11).
Tatad as = a5, ag = aq1, tatad no 100 iespejamajiem ir 98 dazadi skaitli.

4.uzdevums Kwvadrata ar malas garumu 5 atrodas vairakas rinka linijas. Zinams, ka $o rinka
linigu radiusu summa ir 8. Pieradit, ka eksisté taisne, kas iet caur vismaz 4 rinka linijam.



Atrisinajums. Projicesim §is rinka linijas uz kadu no kvadrata malam. Redzam, ka rinka
Iiniju diametru summa ir 16, tacu kvadrata malas garums ir tikai 5. Tas nozime, ka ek-
siste posms uz kvadrata malas, uz kura tika projicetas vismaz 4 rinka Iinijas. Izveloties kadu
patvaligu punktu uz §t posma un no ta novelkot taisni perpendikulari kvadrata malai, iegiisim
taisni, kas iet caur vismaz 4 rinka Iiijam.

. 141
5.uzdevums Dota sekojosa virkne: ay = 1, ay = 2, apy1 = 222 furn = 2,3,---.

Pieradit, ka o
Qop24 > 4V 253

Atrisinajums. Pieradisim, ka a, > v/2n katram n. Noverojam, ka visi virknes locekli ir
pozitivi. Lidz ar to no dota

ApCp_1 + 1 1
Uppl = ———— = a, + > a,
An—1 Ap—1
ta ka as > aq, tad secinam, ka a,,1 > a, katram n =1,2,--.. Lidz ar to
1
(p+1 = Gp + > ap, + —
Qp—1 Qp

Talak izmantosim matematisko indukciju. Redzam, ka a3 = 3 > +/2-3. Pienemsim, ka
Ay > V/2m un pieradisim, ka a,,+1 > /2(m + 1). Ieverojam, ka

1 1
a?nH>(am+—)2:afn+2+a—2>afn+2>2m+2:2(m+1)

A, m

Lidz ar to secinam, ka a,,11 > 1/2(m + 1), kas pierada induktivo pareju. Ievietojot n = 2024,
iegiisim, ka

Aso2a > V22024 = /16 - 11 - 23 = 44/253

6.uzdevums Atrast visus naturalus skaitfu trijniekus (z,y,z), kas apmierina vienadojumu
3*+8Y=9z+2.

Atrisinajums. Aplukosim gadijumu, kad = > 2. Tada gadijuma gan 3%, gan 9z dalas ar 9,
tatad 8¥ jabut atlikumam 2, dalot ar 9, tacu 8 = (—1)¥, tacu —1 neviena naturala skaitla
pakape nevar but 2, tatad sadu skaitlu trijnieku nav. Ja x = 1, tad 8 = 9z — 1.



7. uzdevums Dots trijsturis ABC, kur AC = 4, BC =5 un /BCA = 30°. Punkts P
atrodas ieksa trijgsturi. Kada ir izteitksmes AP + BP + C'P mazaka iespejama vertiba?

Atrisinajums. Pagriezisim trijsturi APC pa 60° pretpulkstenraditajvirziena un iegusim tri-
jsturi A’P'C'. Skaidrs, ka Sie divi trijsturi ir vienadi. Ieverojam, ka PC' = P'C un ZPCP' =
60°, Iidz ar to trijsturis PC P’ ir vienadmalu, un PP’ = PC'. Savienojam A’B, ieverojam, ka
AP + BP + CP > A’'B, un vienadiba ir tad, kas punkts P atrodas uz A’B. Lidz ar to mums
paliek vien aprekinat nogriezna A’B garumu, kas ir art AP + BP + C' P mazaka iespejama
vertiba.

Ieverojam, ka Z/BCA" = ZBCA + LACA" = 90° un A'C = AC = 4, tad pec Pitagora
teoremas A'B = v/BC? + A'C? = /41

30°

8.uzdevums Maksimlandeé ir n pilsétas, un pilsétas savieno celi. Zinams, ka neviena pilseta
nav savienota ar vairak ka d pilsetam. Pieradit, ka ir tespejams pilsetas sadalit d + 1 novados
ta, ka jebkuras divas pilsétas, starp kuram ir cels, nepieder tam pasam novadam.

Atrisinajums. Definesim "kaiminu” pilsetu ka pilseta, kas ir savienota ar kadu pilsetu ar
celu. Rikosim sekojosi: numuresim pilsetas patvaliga seciba un novadus ka 1., 2., 3., un ta
talak. Pievienosim 1. pilsetu 1. novadam. Talak nemsim pilsetas péc secibas, un katru
nakamo pilsetu pievienosim novadam, kura numurs ir mazakais iespejamais, kas vel netika
izmantots Sis pilsetas kaiminu pilsetam. Piemeram, ja 5. pilsetas kaimini jau tika pievienoti 1.,
2., un 4. novadam, tad 5. pilsetu pievienosim 3. novadam. Skaidrs, ka Sis algoritms garante,
ka kaiminu pilsetas nepieders tam pasam novadam. Ta ka neviena pilséta nav vairak ka d
kaiminu, tad Sis algoritms arl garante, ka ir iespejams sagrupet §is pilsetas d 4+ 1 novadiem:
kad apskatam pilsetu P, tad tas kaimini pieder visvairak d novadiem. Lidz ar to ir iespejams
pievienot P kadam novadam, kas nav kaiminu pilsetas novads. Tatad Sis algoritms izies caur
visam pilsetam, un prasitais izpildas.



9.uzdevums Uz tafeles ir uzrakstiti skaitfi no 1 lidz 2024. Kads ir maksimalais skaitju
skaits, ko var izveleties, lai jebkuru divu izveleto skaitju summa nedalitos ar o pasu divu skaitju
starpibu?

Atrisinajums. Izvelesimies 675 skaitlus 1,4,7,...,2023. Redzam, ka visi skaitli dod at-
likumu 1, dalot ar 3. Lidz ar to jebkuru divu skaitlu starpiba dalisies ar 3, tacu to summa
nedalisies ar 3. Lidz ar to jebkuru divu izveleto skaitlu summa nedalas ar So pasu divu skaitlu
starpibu.

Talak pieradisim, ka vairak par 675 skaitlus nevaram izveleties. Apskatam gadijumu, kad
ir izveleti vairak neka 675 skaitli. Sagrupesim skaitlus sekojosi: {1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9}, ...,
{2020, 2021, 2022}, {2023, 2024}. Ieverojam, ka ir kopa 675 grupas. Pec Dirihlé principa mes
zinam, ka noteikti 2 no izveletajiem skaitliem biis no vienas grupas.

Apzimesim Sos 2 skaitlus ar @ un b. Ja a — b = 1, tad skaidrs, ka to summa dalisies ar to
starpibu. Ja a — b = 2, tad abi skaitli ir nepara, un to summa bis para, kas dalisies ar to
starpibu 2. Lidz ar to, izveloties vairak neka 675 skaitlus, ieglisim pretrunu.

10. uzdevums Maksims ir ieslodzits viduslaiku pili, un, lai izkjutu ara no tas, jaatrisina
cietuma sarga uzdots uzdevums: FEdgaram ir skaitlis n, bet DzZeisonam m, n,m € N. FEdgars
katru dienu sareizina savu skaitli ar 2 un atnpem no ta 2, bet DZeisons sareizina savu skaitli
ar 2 un pieskaita tam 2. Citiem vardiem sakot, pec 1. dienas Edgara skaitlis bus 2n — 2, bet
DzZeisona - 2m + 2. Atrast mazako naturalo skaitli x, kur n —m > x, kas nodrosina, ka Edgara
skaitlis vienmer bus lielaks neka DZeisona un pieradit, ka mazaka nav.

Atrisinajums. Apliukosim Edgara skaitli. Apzimesim Edgara skaitli pec ¢t dienam ar ny,
sakotnejo skaitli ar ng. Pec uzdevuma nosacijumiem, varam iegut sakaribu n, = 2n,_; — 2.
Varam veikt sekojosus parveidojumus:

ng—2=2n_1—4

ny — 2 = 2(ny_1 — 2), ieviesisim jaunu virkni b, = n, — 2. Ievietojot izteiksme, iegust

by = 2b,_,. Acimredzams, ka §is virknes visparigo locekli var izteikt ka b, = 2!b,. Ievietojot
atpakal ny, iegiist n, — 2 = 2'(ng — 2) = 2%(n — 2) jeb n; = 2/(n — 2) + 2. Analogiski apziméjam
DzZeisona skaitli pec t dienam ar my.

my = 2my_1 + 2

my+2=2(my_1 +2), ag = my + 2

ay = 2a;_1, a; = 2tag

me + 2 = 24(mgy + 2) = 21 (m + 2)

my = 2 (m + 2) — 2 Attiecigi ieglistam nevienadibu ny — m; > 0
2n—2)+2-2(m+2)+2>0n—-2-m—-2> 3}

n—m>4-— %

leverosim, ka 4 — % Nekad neparsniegs 4, turklat, ta ka ¢t > 1, 4 — % > 2. Kad dienu skaits
tuvosies bezgalibai, 2° tuvosies bezgalibai, tadel 4 — % tuvosies 4. Lidz ar to, mazaka x vertiba,
ar kuru Edgara skaitlis vienmer bis lielaks neka Dzeisona skaitlis, ir 4.

11. uzdevums Dots m X n rutipu taisnsturis, kura kreisaja apakseja rutina ir Saha ban-
dinieks. Maksims un Edgars spéle sekojosu speli, veicot gajienus viens pec otra: katra gajiena
speletajs bandinieku parvieto jebkura kaiminu rutina, kurai ir kopiga mala ar ieprieksejo rutinu.
Tacu bandinieks nedrikst ieiet rutina, kura tas jau ir bijis. Edgars pirmais veic gajienu, un



speli zaude tas speletajs, kuram nepaliek neviens atlauts gajiens. Kuram spélétajam ir uzvarosa
strategija?

Atrisinajums. Apskatam 2 gadijumus.

e Ja mn dalas ar 2, tad Edgaram vienmer ir uzvarosa stratégija. Varam taisnsturi sadalit
ar domino kauliniem. Ieverojam, ka Edgars vienmer var garantet, ka katra sava gajiena
bandinieks parvietojas iekSpus domino kaulinam, Iidz ar to pec Edgara gajiena Maksimam
vienmer vajag parvietot bandinieku arpus vienam domino kaulinam. Ta ka kopgjais
domino kaulinu skaits ir ierobezots, tad secinam, ka viena bridi Maksimam nebiis domino
kaulinu, kura vares parvietot bandinieku, un vins zaudes.

e Ja mn nedalas ar 2, tad Maksimam vienmeér ir uzvaroda strategija. Soreiz taisnstiiri
noklasim ar domino kauligiem, iznemot kreiso apakséjo ritinu. Saja gadijuma Maksims
var garantet, ka katra sava gajiena bandinieks parvietojas iekspus domino kaulinam, un
Edgara gajiena bandinieks vienmer ieies jauna domino kaulina. Ta ka kopejais domino
kaulinu skaits ir ierobezots, tad secinam, ka viena bridi Edgaram nebus domino kaulinu,
kura vares parvietot bandinieku, un vins zaudes.



